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Abstract
On the first of january, 1801, a new celestial object was discovered by Giuseppe
Piazzi. The perceived new planet, Ceres, was observed until the start of february,
at which point it disappeared behind the halo of the sun. It was rediscovered due
to the orbital computations of the German mathematician Carl Friedrich Gauss,
which greatly contributed to his later fame as a mathematician.
Several sources (such as Anton & Rorres (2010)) indicate that the computations
by Gauss involved the method of least squares of the errors (MLS). The aim of
this project was to examine Gauss’ method and see how MLS, being primarily a
statistical tool, fits into astronomy. In this report, we describe the development
of some of the tools for data analysis available at the time. We define some of
the astronomical parameters needed for problem. We describe the events of the
discovery, loss and subsequent rediscovery of Ceres. Lastly we describe Gauss’
own derivation of MLS and (in part) the method he published in Theoria motus
corporum coelestium (1809). A complete description of the method is beyond the
scope of this project, which is focused towards statistics rather than astronomy.
The overall conclusion is that while the method of least squares is relevant,
it seems unlikely to be the method used. As for his published method in 1809,
this method, while useful enough to have survived until today, has “scarcely any
resemblance” to the original method, according to Gauss. Any further speculation
on his original method would be just that: speculation.
Abstrakt
Den første januar 1801 observerede Giuseppe Piazzi et nyt himmelobjekt. Den tilsy-
neladende nye planet, Ceres, blev observeret indtil starten af februar, hvorefter den
forsvandt bag solens glorie. Den blev senere genfundet takket være beregningerne
af den tyske Carl Friedrich Gauss, hvilket fastslog hans ry som matematiker.
Flere kilder (eksempelvis Anton & Rorres (2010)) hævder at Gauss’ beregninger
involverede mindste kvadraters metode (MKM). Form˚alet med dette projekt var at
undersøge Gauss’ metode for at finde ud af hvordan MKM, fortrinsvis et statistisk
værktøj, passer ind i det astronomiske problem. I denne rapport beskriver vi
udviklingen af nogle af de vigtigste redskaber til dataanalyse i perioden op til
Gauss; vi definerer nogle af de astronomiske parametre der er forudsætning for at
forst˚a problemet; vi beskriver begivenhederne op til fundet, tabet og genfindelsen af
Ceres; og slutteligt beskriver vi Gauss’ egne udledning af MKM og (til dels) metoden
udgivet i Theoria motus corporum coelestium (1809). En komplet beskrivelse af
metoden ligger udenfor spændvidden af dette projekt, hvis primære fokus er
statistik snarere end astronomi.
Den overordnede konklusion er, at selvom mindste kvadraters metode er relevant
for problemstillingen, er der ikke megen indikation p˚a at Gauss anvendte den i
1801. Hvad ang˚ar hans publicerede metoder i 1809, s˚a har disse, omend anvendelige
nok til stadig at bruges i dag, “ikke har megen lighed” med den oprindelige
metode (Gauss, 1809). Al videre spekulation om hans oprindelige metode er kun
spekulation.
2
Indhold
1 Indledning 5
1.1 Titius-Bodes lov og Ceres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Gauss’ analyse af Ceres’ bane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Om projektet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Problemformulering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5 Ma˚lgruppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.6 Rapportstruktur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2 Astronomisk baggrund 8
2.1 Sfærisk trigonometri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3 Kombination af observationer 14
3.1 Simpson og gennemsnitsværdien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2 Euler og Saturns bane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3 Mayers metode og Ma˚nens libration . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.4 Laplace viderudvikler p˚a metoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4 Opdagelsen af planeten Ceres 23
5 Gauss-Jordan-elimination 30
5.1 Metoden i dag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.2 Gauss’ metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.3 Jordans metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
6 Gauss og mindste kvadraters metode 33
6.1 Gauss’ udledning af normalfordelingen . . . . . . . . . . . . . . . 33
6.2 Mindste kvadraters metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
6.2.1 Mindste kvadraters metode - flere variable . . . . . . . . . 36
7 Gauss’ anvendelse af mindste kvadraters metode 40
8 Gauss og Ceres 41
8.1 “Gauss’ metode” ifølge Gronchi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
8.1.1 Sammenfatning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
9 Gauss og Pallas 43
10 Diskussion 45
10.1 Minste kvadraters metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
10.2 Ceres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
10.3 Om dette projekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
11 Konklusion 47
Litteratur 48
3
A Appendix 51
A.1 Metoderne anvendt i et simpelt forsøg . . . . . . . . . . . . . . . . 51
A.1.1 Forsøget: densitet af en væske . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
A.1.2 Simpsons: øget nøjagtighed ved gennemsnit . . . . . . . . . 51
A.1.3 Euler og punkt-metoden? . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
A.1.4 Mayers metode og gennemsnitsmetoden . . . . . . . . . . . 53
A.1.5 Laplaces metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
A.1.6 Gauss: Mindste kvadrats metode . . . . . . . . . . . . . . 53
A.2 Opsumering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
A.3 Timeline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4
1 Indledning
1 Indledning
1.1 Titius-Bodes lov og Ceres
I februar 2015, da NASA’s Dawn rumsonde ankom til dværgplaneten Ceres og
observerede nogle klare hvide pletter, var det langt fra første gang, at Ceres havde
været i videnskabens søgelys.
Allerede, helt tilbage i 1766 begyndte interessen, for denne dværgplanet, at vise
p˚a sig, selvom Ceres dengang blot var kendt som n = 3 for en lille lov, eller
rettere huskeregel, en tysk fysiker, ved navn Johann Titius, havde fremstillet til
bedre at ”huske”afstanden til Solsystemets planeter. Huskereglen blev kendt som
’Titius-Bodes Lov’ som lyder som følgende.
Planetens, eller i dette tilfælde dværgplanets, banes semi-storaksen a, kan beregnes
ved brug af følgende formel;
a = 0, 4 + 0, 3 · 2n
Her er a givet i astronomiske enheder AU, hvor 1AU = 149, 6 · 106 km, og for at
finde afstanden skulle man blot indsætte n = {−∞, 0, 1, 2, 4, 5} for henholdsvis
Merkur, Venus, Jorden, Mars, Jupiter og Saturn. (Kaufmann & Freedman, 1999, s.
391) I 1781 opdagede William Herschel planeten Uranus, der med en semi-storakse
p˚a 19, 2AU kun er 0, 4AU fra den værdi Titius-Bodes Lov giver for n = 6, nemlig
19, 6AU1.
Jagten gik nu ind p˚a at finde planten for n = 3. Den 1. januar 1801 observerede den
italienske munk og astronom, Giuseppe Piazzi, en hidtil ukendt planet. Han fulgte
denne over nogle nætter og noterede sig dens position i takt med at den langtsomt
flyttede sig igennem stjernebillederne. Da nyheden om planetes opdagelse, efter
flere ma˚neder, blev offentligt kendt, havde planeten dog bevæget sig for tæt p˚a
solen og kunne ikke længere obsereves. Da planetes bane ikke var kendt, var
planeten s˚a godt som forsvundet. (Teets & Whitehead, 1999)
1.2 Gauss’ analyse af Ceres’ bane
Det var efterfølgende den tyske matematiker Carl Friedrich Gauss, der bestemt
den nyopdagede planets, Ceres’, bane og derved gjorde det muligt igen at finde
planeten da den igen kom til syne efter at have været skjult bag Solen.
Hvis man læser wikipedias artikel ”History of Statistics”(Wikipedia, 2015e) st˚ar
der: ”Gauss had used the method [of least squares] in his famous 1801 prediction of
the location of the dwarf planet Ceres”. Anton & Rorres (2010) skriver, at “Gauss
undertook the problem of computing the orbin [of Ceres] from the limited data using
least squares and the procedure that we now call Gaussian elimination.” I Kaufmann
& Freedman (1999) st˚ar der “He developed a general method of computing orbits
from only three separate measurements of a star’s position on the celestial sphere.
(With slight modifications, this same method is used by astronomers today)”. Der
er alts˚a flere kilder der hævder, at Gauss anvendte mindste kvadraters metode, en
1Da Neptun blev opdaget i 1846 (Bergsøe, 1959, s. 256) passede dennes afstand dog ikke med
Titius-Bodes lov for n = 7... langt fra faktisk
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metode, der var kommet til p˚a baggrund af udviklingen i statistik og matematik
generelt op igennem det 17. og 18. a˚rhundrede.
Problemet er, at disse anekdoter ser ud til at være ufunderede. Gauss skrev i
indledningen til sin Theoria motus corporum coelestium (Gauss, 1809), at “Der
er næppe nogen lighed tilbage mellem metoden i hvilken Ceres’ bane først blev
beregnet og formen givet i dette værk.” (frit oversat). Med andre ord har Gauss
aldrig publiceret sin metode til at bestemme Ceres’ bane. Vores arbejdsspørgsm˚al
er hvilken metode Gauss i virkeligheden brugte.
1.3 Om projektet
Det var meningen fra starten, at projektet skulle have en historisk orientering, med
fokus p˚a statistik. Det hænger sammen med de faglige mindstekrav i forbindelse
med gymnasielæreruddannelsen kræver dette historiske element, men det var ogs˚a
grundet i vores egne personlige interesser. Vi kom p˚a sporet af Gauss og Ceres p˚a
grund af de ovennævnte bemærkninger som f.eks. fra Wikipedia (2015e), at Gauss
skulle have benyttet mindste kvadrats metode til bestemmelse af Ceres’ bane. Det
virkede som et interessant problem at se p˚a, at Gauss, som var ung og primært
matematiker, var den første til at løse et problem som erfarne astronomer havde
sloges med.
Det skulle dog et stykke inde i arbejdet vise sige, at selvom det var interesant, s˚a
var det ogs˚a meget svært tilgængeligt, især grundet den meget nære tilknytning
til de underliggende astronomiske eller fysiske teorier. Endelig viste det sig, at
Gauss’ valg af metode nok ikke ”bare”var mindste kvadrats metode og muligt en
helt anden. Vores problemformulering, og dermed fokus blev derfor ændret, i en
retning der m˚aske bedre kunne understøtte denne nye situation.
1.4 Problemformulering
• Hvilken metode, eller metoder, var det at Gauss faktisk anvendte til at
bestemme Ceres’ bane?
• Hvorfra kom de grundlæggende matematiske tanker som Gauss viderebyggede
p˚a i sit eget arbejde?
Vi vil i denne opgave redegøre for nogle af de nye metoder der var blevet udviklet
inden for statistik og sandsynlighedregning, hvordan de blev anvendt og se p˚a
hvordan disse metoder førte frem til Mindste kvadraters metode. Vi vil se p˚a hvad
det faktisk var for en analyse Gauss lavede af Ceres bane og se p˚a om det var
mindste kvadrats metode han anvendte eller om der skal anden matematik til
denne analyse.
1.5 Ma˚lgruppe
I denne rapport skriver vi om statistik, men uden en grundig definition af stati-
stiske begreger. Vi antager, at læseren allerede kender statistik og har taget et
statistikkursus p˚a universitetsniveau.
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Deriblandt bør læseren kende til binomial- og normalfordelingerne og princippet
bag den statistiske test, samt til frembringende funktioner.
Desuden skriver vi en smule om astronomi, men vil forklare de relevante
begreber i teksten.
1.6 Rapportstruktur
I første del (afsnit 2-4) af rapporten beskrives den astronomiske baggrund der er
nødvendig for at forst˚a problemet. Desuden beskrives den historiske udvikling i
værktøjer til kombination af observationer, for at give en ide´ om de værktøjer
Gauss havde til r˚adighed
I anden del (afsnit 5-9) beskrives nogle af metoder som Gauss krediteres for. Det
drejer sig om Gauss-Jordan elimination, Gauss-fordelingen2 og mindste kvadraters
metode, foruden hvad Wikipedia (2015b) kalder “Gauss’ metode”
I tredje del (afsnit 10-11) sammenfatter vi og skriver en konklusion.
Vores oprindelige form˚al med projektet var at finde ud af hvilken metode Gauss
i virkeligheden brugte til at finde Ceres’ bane i 1801. Dette er imidlertid ikke
lykkedes. Vi har dog en udmærket sammenfatning af hvad han ikke gjorde.
2Ogs˚a kaldet normalfordelingen
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Da mange af de astronomiske begreber vi anvender i denne rapport ikke længerer er
en del af gymnasiepensum, har vi inkluderet dette afsnit om elementær astronomi.
Dette afsnit er skrevet ud fra bogen Astronomi af Barmwater (1963). Vi definerer
de forskellige almindeligt brugte geocentriske koordinater til et himmellegemes
position, nemlig horisontale, ækvatoriale og ekliptiske koordinater, og viser hvordan
man kan omregne imellem dem.
N˚ar man st˚ar p˚a jorden, ser man en tilsyneladende kugleflade, som i astro-
nomiske termer kaldes “himmelkuglen”3. Himmelen ovenover ligner en sammen-
hængende kugleflade, og stjerner ses som punkter p˚a fladen. Punktet direkte opad
(modsat tyngdeaccellerationen, langs vertikallinjen) kaldes Zenith (Zn), og planen
vinkelret p˚a tyngdeaccellerationen kaldes horisontalplanen. Dennes skæring med
himmelkuglefladen kaldes horisonten (H), se figur 1.
Nord- og sydretningen findes ved at finde det punkt nordlige stjerner ser ud til
at kredse om, projiceret ned p˚a horisonten.
H
Z
N S
Na
Æ
NP
SP
φ
90-φ
Figur 1: Himmelkuglen med horisontalplanen i midten, ækvatorplan i en vinkel (90 − ϕ) til
den. Retningerne nord (N) og syd (S) er markeret, og ligeledes Zenith (Z) og Nadir (Na), som
vertikallinjens to skæringspunkter p˚a himmelkuglen, og ligeledes NP og SP, som er verdensaksens
ditto. Retningerne nord og syd (N og S) findes via det punkt stjernerne “kredser omkring” p˚a
nattehimlen. Bemærk at meridiancirklen (gennem NP og Zn) ligger parallelt med skitsen af
himmelkuglen.
Horisontalplanen afhænger af observatoriets placering, s˚a det er en fordel at
have en fælles orientering over hele jorden. Det kan gøres ved at tage udgangspunkt
i jordens rotation. “Himmelkuglens nordpol” (NP) er det punkt stjernerne ser
ud til at rotere om mod nord, “himmelkuglens sydpol” er direkte modsat, og
“verdensaksen” er linjen imellem NP og SP. “Ækvatorplanen” er planen vinkelret
p˚a verdensaksen. “Himmelkuglens ækvator” (Æ) er ækvatorplanens skæring med
kuglefladen.
For at omregne fra ens lokale observationer til geocentriske koordinater, skal
man kende observatoriets breddegrad ϕ, ogs˚a kaldet polhøjden, som er vinklen
3Himmelkuglen er ikke en kugle, men en sfære/kugleflade.
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mellem nordpolen og horisonten langs meridian-cirklen (storcirklen gennem nordpol
og zenith). Figur 1 viser de to planer i forhold til hinanden. Bemærk, at for stjerner
tilstrækkelig langt væk gør det ingen forskel om centrum sættes i observatoriet
eller i jordens centrum. Figuren er tegnet med meridian-cirklen i samme plan som
figuren. I København er ϕ = 55◦41′ (“55 grader, 41 minutter”).
H
Z
N S
Na
h
Az
B
Æ
NP
SP
δ
F
𝜶
t
A
Figur 2: Stjernen (indtegnet som F) som den observeres p˚a himmelkuplen. Man m˚aler højden
(h) og azimuth (Az) (venstre). Derfra kan omregnes (højre) til deklination δ og rektascension α.
t er timevinklen, fra A til meridiancirklen.
N˚ar en stjerne observeres, ser man højden h over horisonten (en vinkel), og
“Azimuth” Az, vinklen fra nordpunktet4 til stjernen ma˚lt mod øst5, se figur
2 til venstre. Det kan omregnes til geocentriske ma˚linger af deklination, δ, og
rektascension, α, som er henholdsvis “højden” i forhold til ækvatorplanen (ma˚lt
i vinkelenheder) og vinklen fra for˚arspunktet (engelsk: vernal equinox) mod vest
til stjernen (ma˚lt i tidsenheder), se figur 2 til højre. For˚arspunktet er den retning
solen ses ved for˚arsjævndøgn, beskrevet yderligere herunder. Desuden skal man
kende den nuværende stjernetid (θ). Stjernetiden betegner rektascensionen af en
hypotetisk stjerne p˚a den observerendes meridian; vinklen fra F til meridianen.
Eftersom jorden laver en fuld rotation p˚a et døgn, er der en direkte sammenhæng
mellem tid og vinkel. Nærmere bestemt g˚ar der 23 timer 56 minutter og 5 sekunder
p˚a et stjernedøgn, omend en vinkel p˚a 360 grader svarer til en vinkel p˚a 24 “timer”.
Med andre ord bruges “time” b˚ade om en SI-time (360 SI-sekunder), en stjernetime
( 1
24
stjernedøgn) og en vinkel p˚a 1
24
af en hel cirkel.
Nordpolen findes ved hjælp af cirkumpolar -stjerner, stjerner som er tæt p˚a
nordpolen. Deres gennemsnitlige rektascension er 0, da de i gennemsnit ligger over
nord-retningen, og deres gennemstnitlige position er nordpolen.
Man kan omregne til “solsystem”-koordinater ved at tage udgangspunkt i den
ekliptiske plan, som er planen der ligger parallelt med solens bane. Dens skæring
med himmelkuglefladen kaldes ekliptika (E). Linjen vinkelret p˚a den ekliptiske
plan skærer himmel-kuglefladen i punktet EP , som er ekliptika-polen.
4Barmwater (1963) skriver sydpunktet.
5Øst er den “dominerende” retning.
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En stjernes breddecirkel er storcirklen gennem EP og stjernen. Dens skæring
med ekliptika er tegnet som C p˚a figur 3. Det giver anledning til parametrene λ,
længde og β, bredde, som er henholdsvis vinklen fra F til C (fra 0◦ til 360◦) og
vinklen fra stjernen til C (fra −90 til 90◦), se figur 3. I figuren er ækvator indtegnet
som “vandret” og burde egentlig ligne en streg.
Bemærk for˚arspunktet, F , som er skæringen mellem ekliptika-cirklen og ækvator-
cirklen, i det punkt hvor solen st˚ar omtrent ved f˚ar˚arsjævndøgn. For˚arspunktet
kaldes ogs˚a vædderpunktet.
Æ
NP
SP
E
EP
F
ε
λ
β
Cδ
A𝜶
Figur 3: Her ses ekliptika sammen med ækvator, nu sat som “vandret”. Til ekliptika-planet
hører parametrene længdegrad, λ, og breddegrad β. Bemærk at b˚ade længdegrad (langs ekliptika-
cirklen) og rektascensionen (langs ækvatorcirklen) m˚ales fra deres skæringspunkt, for˚arspunktet
F.
Med ekliptika-koordinaterne svarer orienteringen til hvad der er naturligt for
solsystemet. Næste skridt ville være at omregne fra geocentriske til heliocentriske
koordinater, hvilket er en mere kompliceret udregning. I afsnit 8 har vi lavet en
meget grov estimering ud fra plan-trigonometri, uden at tage højde for de to planers
hældningsforskel. Længde- og breddegrad er et gyldigt begreb for en geografisk
placering p˚a jorden (eller m˚anen eller mars), s˚avel som et punkt p˚a himmelkuglen.
Den heliocentriske længde og bredde kan betegnes med henholdsvis l og b.
2.1 Sfærisk trigonometri
Da cosinusrelationen for sfæriske trekanter bruges ved omregningen af horisont-
koordinater til ækvatorkoordinater og igen ved omregning af ækvatorkoordinater
til ekliptikakoordinater, medtages udledningen i denne rapport. Hertil kommer,
at denne tilsyneladende komplicerede relation for en sfærisk trekant ABC har en
meget elegant udledning ved hjælp af vektorregning.
cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos C (1)
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Figur 4: Enhedssfære med trekanten ABC. a, b og c er længderne p˚a enhedssfæren og svarer
derfor til vinkler. C er den indre vinkel. Figuren er taget fra Kristensen & Rindung (1967)
(se figur 4). a, b og c er sidelængderne p˚a enhedssfæren og svarer til en vinkel i
radianer. C er den indre vinkel i trekanten.
Udledningen er nogenlunde s˚aledes:Der indlægges et passende koordinat system
(se figur 4). Stedvektorerne for trekantens vinkelspidser tildeles sfæriske koordinater
og herefter anvendes den fundamentale matematiske sætning, der udsiger følgende:
Prikproduktet af to vektorer er lig længden af den ene vektor gange længden af den
anden vektor gange cosinus til vinklen mellem de to vektorer :
~u · ~v = ‖~u‖‖~v‖ θ(~u,~v)
Efter passende omregninger og forkortelser fremkommer cosinusrenationen. Den
der skriver dette afsnit, havde selv fornøjelsen at lære dette elegante bevis i
Kristensen og Rindungs (1967) udformning. For den fulde udledning henvises dog
til Kristensen & Rindung (1967)
Hvis man endvidere ønsker at oversætte fra ekliptisk-geocentriske koordinater til
ecliptisk-heliocentriske koordinater, skal man først transformere fra sfærisk notation
for det objekt som man arbejder med (f.eks. Ceres) til rektangulære koordinater.
S˚a ogs˚a fra polære koordinater for Solen ogs˚a til rektangulære koordinater og
s˚a hvorefter der foretages translationen, og endeligt transformeres der tilbage til
sfæriske koordinater. En detaljeret vejledning til dette og andet findes i Smith
(1961).
Omregning af horisont koordinater til ækvator koordinater
Mange af de astronomiske begreber og relationer, som anvendes i denne rapport
stammer fra lærebogen Astronomi (Barmwater, 1963). Hvor intet andet er anført er
denne bog kilden. Horisontkoordinaterne (azimut (Az) og højde (h)) kan observeres
direkte f. eks. med Palermocirklen (se afsnit 4). For at opn˚a mere konstante
koordinater omregnes horisont koordinaterne til ækvator koordinater (rektascension
(α) og deklination (δ). Ækvatorkoordinater anvendes for eksempel i forbindelse med
astronomisk navigation til søs. Eventuelt finjusteres koordinaterne hvert tiende a˚r.
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H
Z
N S
Na
Æ
NP
SP
φ
90-φ
h
Az
B
360-Az
90-h
δ
F
𝜶
t
A
90-δ
θ
Figur 5: Figur til omregning fra horisont koordinater (azimut (Az) og højde (h)) til ækvator
koordinater (rektascension (α) og deklination (δ).) Bemærk den sfæriske trekant 4[F(NP )Z].
De fire koordinater for stjernen F ses afbildet p˚a figur 5. Omregningen sker ved
hjælp af cosinusrelationen, (1):
cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos C
Deklination (δ) beregnes ved hjælp af cosinusrelationen for den sfæriske trekant
mellem 4[F(NP )Z].
cos(90◦− δ) = cos(90◦−ϕ) cos(90◦−h) + sin(90◦−ϕ) sin(90◦−h) cos(360◦−Az)
(2)
For komplementvinkler er den enes sinus lig med den andens cosinus og omvendt.
Endvidere kan cos(360◦ − Az) omskrives s˚aledes:
cos(360◦ − Az) = cos(−Az) = cos(Az)
Ved indsætning af dette i (2) f˚as:
sin δ = sinϕ sinh+ cosϕ cosh cos(Az)
Da azimuth (Az) og højden (h) ma˚les, og da polhøjden (ϕ) kendes kan sin δ
beregnes. Da δ ∈ [−90◦; 90◦], er deklinationen entydigt bestemt.
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N˚ar sin δ er beregnet som beskrevet ovenfor, kan rektascensionen (α) bereg-
nes ved en totrinsprocedure. Først beregnes himmellegemets timevinkel (t) i
observationsøjeblikket, hvorefter rektascensionen (α) kanberegnes. Timevinklen (t)
beregnes ved hjælp af cosinusrelationen for den sfæriske trekant 4[FZ(NP )]:
cos(90◦ − h) = cos(90◦ − ϕ) cos(90◦ − δ) + sin(90◦ − ϕ)sin(90◦ − δ) cos t (3)
Ligesom før er en vinkels sinus lig med dens komplementarvinkels cosinus og
omvendt. (3) omskrives til:
sinh = sinϕ sin δ + cosϕ cos δ cos t
cos t =
sinh− sinϕ sin δ
cosϕ cos δ
Da højden (h) m˚ales, da polhøjden (ϕ) kendes, og da δ er beregnet ovenfor, kan cos t
udregnes. Da t ∈ [−180◦; 180◦], har ligningen op til to løsninger for timevinklen,
nemlig ±t. Den rigtige af disse to løsninger kan findes ved hjælp af den observerede
azimut.
t
{ ≤ 0forAz ∈ [0◦; 180◦]
≥ 0forAz ∈ [180◦; 360◦]
Derefter kan rektascensionen (α) beregnes ud fra ligningen: θ = α + t, som det
fremg˚ar af figur 5.
θ er stjernetiden i observationsøjeblikket. Den aflæses p˚a observatoriets stjer-
netidsur. Stjernetiden defineres som for˚arspunktets timevinkel (θ). For˚arspunktet
defineres som det ene af de to skæringspunkter mellem ækvator og ekliptika, nemlig
det punkt, hvor solen befinder sig den 21. marts. P˚a figur 4 er for˚arspunktet marke-
ret med bogstavet F , men kaldes undertiden V for vædderpunktet. For˚arspunktet
befandt sig stjernebilledet vædderen p˚a de gamle grækeres tid. Nu godt 2000 a˚r
senere er det “g˚aet i fisk” og befinder sig i stjernebilledet fiskene. Vandringen
skyldes hovedsageligt Jordens præcession.
En lignende metode bruges til omregning fra ækvatorkoordinater til ekliptiske
koordinater. De relevante parametre fremg˚ar af figur 13 i Appendiks, men vil ikke
gennenmg˚as her.
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Da vi med denne rapport gerne vil give et bud p˚a hvilken metode Gauss anvendte,
til at bestemme Ceres’ bane, vil vi inden da give en relativt kort præsentation
af nogle af de metoder der i de ca. 50 a˚r inden var blevet benyttet til lignende
problemstillinger af astronomisk karakter. Der er naturligvis flere personer og
metoder vi kunne være kommet ind p˚a (her kunne nævnes Lagrange, Boscovich,
Lambert og hele den mere grafiske tilgang til brug af sæt af observationer), men
ma˚let med dette afsnit er at sætte Gauss i en historisk kontekst, ikke at give en
historisk fyldestgørende redegørelse for disse metoder.
Ma˚ske var det ikke de store ting vi i dag direkte har f˚aet fra Simpson, Euler og
Mayer inden for statiske metoder. Men der var nogle konceptuelle barrierer, der
skulle brydes og nogle meget grundlæggende ideer, nogle af hvilke vi da helt sikkert
stadig i dag benytter os af, der skulle formuleres for at feltet kunne udvikle sig.
I Stigler (1986) angives der at være tre videnskabelige problemer, af meget stor
interesse i det 18. a˚rhundrede: 1) ma˚nens bevægelse, da denne var vigtigt ift.
navigation til søs, 2) ikke-periodiske afvigelser i Jupiter og Saturns bevægelse og
3) Jordens form, hvor b˚ade 2 og 3 var af hovedsageligt akademisk interesse i et
ønske om at kunne beskrive Verden vha. Newtons mekanik.
Vi har valgt at inkludere et par af disse for at redegøre for nogle af de kon-
ceptuelle og metodiske virkemidler der blev udviklet og arbejdet p˚a i a˚rene op til
1801.
3.1 Simpson og gennemsnitsværdien
Historisk var der i midten af det 18. a˚rhundrede, matematisk set, en aversion
mod at kombinere ma˚llinger. Opfattelse var (Stigler, 1986; Simpson, 1757), at
den d˚arligst af ma˚lingerne blot ville forurene de andre ma˚linger, og at det derfor
ville være bedre blot at benytte ens bedste ma˚ling. Hvis man for eksempel tog
gennemsnit af nogle ma˚linger, s˚a skulle man ogs˚a blot tage gennemsnittet af
usikkerhederne p˚a ma˚lingerne. E´n stor usikkerhed ville s˚a hæve usikkerheden p˚a
gennemsnittet.
Thomas Simpson blev født i England i 1720, han var væver og autodidakt
matematikker. Hans arbejde med matematik byggede meget p˚a de værker og
det arbejde Abraham de Moivre lavede i starten af det 18. a˚rhundrede Stigler
(1986), hvilket placerer ham centralt mellem den klassiske sandsynlighedsregning,
der vel kan siges startede med De Me´re´s spørgsma˚l til Blaise Pascal om spil og
sandsynlighed Katz (2009) eller udgivelsen af Cardanos Liber de ludo alea i 1526
Katz (2009), og den mere moderne tilgang, som i f.eks. Gauss’ Mindste kvadrats
metode.
I 1730 (Stigler, 1986) viste Abraham De Moivre (1667-1754) Katz (2009), hvad
Pierre Raymond de Montmort (1678-1719) allerede en del a˚r tidligere havde vist
(dog er det De Moivre der er Simpsons kilde), at summen af øjne s p˚a n slag med
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en terning givet ved;
sn = x1 + x2 + · · ·+ xn
hvor x er antal øjne p˚a de enkelte slag. Dette kan s˚a udtrykkes, ved brug af en
frembringerfunktion g(t);
g(t) =
t+ t2 + · · ·+ ta
a
hvor a er antal sider med lige stor sandsynlighed at blive sl˚aet, ved g(t) til n’de s˚a
man f˚ar gn(t) (Hald, 1998). Dette omskrives s˚a, ved hjælp af bionomial teoremet
til;
P (sn = n) = a
−n
[(s−n)/a]∑
i=0
(−1)i
(
n
i
)(
s− 1− ai
n− 1
)
som er sandsynlighden for at f˚a en sum p˚a s øjne ved n slag med en a-sidet
terning.
Simpson foreslog s˚a, at en stokastisk variabel X, kunne bruges til at beskrive,
ikke blot sandsynligheden ved f.eks. terningspil, men ogs˚a usikkerheden p˚a en
m˚aling. Fordelingen, ΦX af disse usikkerheden kunne s˚aledes gives som en diskret
sandsynlighedsfordeling ved dennes frembringende funktion, af formen:
G(s) =
∞∑
x=0
sxP (X = x)
Simpson skriver med sin egen6 notation i Miscellaneous Tracts on Some Curious,
and Very Interesting Subjects i 1757;
Supposing the respective chances for the different errors, which any
single observation can admit of, to be expressed by the terms of the series
r−v + 2r1−v + 3r2−v · · ·+ {v + 1}.r0 . . . 3rv−2 + 2rv−1 + rv (whereof the
coefficients, from the middle one (v + 1) decrease both ways, according
to the terms of an arithmetical progression); ”it is proposed to find
the probability, or odds, that the error, by taking the mean of a given
number (t) of observations exceeds not a given quantity (m
n
)
(Simpson, 1757)
Simpson skriver, at summen af den frembringende funktion m˚a være lig:
r−v × {1− r2v+1}|2
(1− r)2 ,
da denne er lig med
(
r− 1
2
v
∑v
k=0 r
k
)2
. (Her har han benyttet sig af reglen for sum
af geometriske rækker,
∑n−1
k=0(r)
k = 1−r
n
1−r .) Denne fordeling er symmetrisk omkring
0, og en sandsynlighed for v er givet ved v’s afvigelse fra 0. Dette udtryk sætter
han s˚a i n’te potens, for at simulere n slag med terningerne, og omskriver til det
udtryk han bruger til at foretage sine beregninger p˚a baggrund af (se Simpson
(1757)).
6faktisk er det nok de Moivres (Stigler, 1986)
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Det nye ved Simpsons arbejde, er som s˚adan ikke denne frembringerfunktion,
men mere hvordan han bruger den. Han ser for sig at de tilfældigheder der er
tilknyttet et terningslag kan betragtes p˚a lige fod med de tilfældigheder der er
knyttet tilfældige (ikke systematiske) fejl ved observationer i f.eks. astronomi. I
stedet for at betragte en terningslag, der ligger 1 eller 2 fra middelværdien betragter
Simpson en observation, der ligger 1 eller 2 sekunder fra den sande værdi Hald
(1998).
Simpson g˚ar s˚a igang med det konkret spørgsm˚al; hvad er sandsynligheden for, at
afvigelsen for gennemsnittet ikke overstiger en given værdi (frit oversat fra Simpson
(1757)). Simpson beregnede sandsynligheden for afvigelsen p˚a gennemsnittet af 6
observationer (eller slag) for en trekantsfordeling med 11 elementer ikke overstiger
1, alts˚a at gennemsnittet skal falder inden for ±1 af den mest sandsynlige værdi,
og sammenlignede denne med sandsynligheden for at e´n observation ikke oversteg
denne samme grænseværdi.
Den sidste del er let nok at beregne - sansynligheden ma˚ nemlig være givet
ved forholdet mellem sum af vægtene for ±1 og 0 og summen af vægten for alle
elementerne;
P (|x1| ≤ 1) = 5 + 6 + 5
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1
=
16
36
≈ 0, 444
Sandsynlighden for at gennemsnittet af 6 afvigelser, x¯, er mindre end 1 er (Stigler,
1986);
P (|x¯1| ≤ 1) = 788814800
1088391168
≈ 0, 725
Det er alts˚a markant mere sandsynligt at afvigelse p˚a 6 terningslag eller 6
observationer afviger med mere end 1 end det er for blot et slag. Simpson foretog
lignende beregninger for andre grænseværdier og antal slag/observationer, men det
væsentlige ved hans arbejde var mere et matematisk bevis p˚a, at gennemsnittet
ikke blot øger nøjagtigheden af en observation, den sænker ogs˚a afvigelse og dermed
øger præcisionen.Simpson sammenfatter, at metoden med gennemsnittet mindsker
sandsynligheden for sm˚a fejl og næsten eliminerer store fejl,
... which last consideration alone is sufficient to recommend the use of
the method, not only to Astronomers, but to all Others concerned in
making experiments, or observations of any kind, which will allow of
being repeated under the same circumstances (Simpson, 1757)
Vi vil, som s˚adan, ikke se p˚a nøjagtighed og præcision af m˚alingerne i de kommende
eksempler, men blot bruge Simpsons arbejde som motivation for hans efterfølgere,
for at en kombination af observationer kunne være en fordel. Det skal dog med rette
nævnes, at Hald (1998) redegør for et eksempel fra 1732, alts˚a 25 a˚r før Simpsons
bog, hvor en læge ved navn Bryan Robinson, i sit arbejde med at beskrive en
persons puls som en funktion af alder, benytter sig af mange af de værktøjer vi i
dag tager for givet. F.eks., og mest relevant for os, s˚a tager han gennemsnit af flere
jævnaldrende personers puls og identificerer outliers ved at undersøge afvigelserne
fra gennemsnitsværdien og afvigelsen fra den senere teoretiske værdi og de konkrete
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m˚alinger. Vi vil ogs˚a i afsnit 3.3 se, hvordan Tobias Mayer allerede i 1750 benytter
en kombination af observationer. Pointen her er, at der har, i den første halvdel af
det 18. a˚rhundrede, været videnskabdsfolk, der har benyttet sig af disse metoder -
metoderne var bare ikke almen kendte og anvendt og ej heller formelt bevist gyldige.
3.2 Euler og Saturns bane
I 1748 havde Acade´mie des sciences i Paris udlovet en pris til den person der
kunne løse, eller rettere beskrive, den tilsyneladende ikke-periodiske afvigelse der
var blevet observeret i Jupiter og Saturns bane.
Denne afvigelse var, i 1676 7, allerede blevet bemærket og kommenteret af
astronomen Edmund Halley. Afvigelsen bestod, meget kort forklaret, af at s˚a
man p˚a Jupiters og Saturns positioner og sammenlignede dem med de seneste
hundrede a˚rs observationer, s˚a Jupiter ud til at accellerere, mens Saturn s˚a ud til
at decellerere. Dette ville naturligvis betyde at Jupiter var p˚a vej ind i Solen og
Saturn p˚a vej ud i det ydre rum, eller at Newtons mekanik og tidens matematiske
kunnen ikke kunne beskrive de finere kompleksiteter i Solsystemet n˚ar flere end
blot to legemer p˚avirker hinanden
Allerede i 1749 gav matematikkeren Leonhard Euler (1707-1783) sit bud p˚a
en forst˚aelse af denne afvigelse. I Eulers redegørelse startede han med at give en
geometrisk teori, i hvilken han gik fra et tre-legeme problem med cirkelbaner i
et plan til et tre-legeme problem med to elliptiske baner og hældningen imellem
dem. Euler ville efterfølgende undersøge præcisionen af sin teoretiske model, ved at
indsætte observationsværdier i denne. Til dette havde han udviklet en formel, hvor
Saturns observerede heliocentriske længdegrad lobserevert, skulle sammenlignes med
Saturns teoretiske heliocentriske længdegrad lteori for den up˚avirkede ellipse, der
s˚a efterfølgende blev korrigeret for pertubationen. Korrektionsledene indeholder
s˚a yderligere 4 variable og ikke mindre end 8 konstant parametre, der s˚a skulle
bestemmes Stigler (1986)
Euler ender med at have 75 komplette observationssæt, udfra hvilke han s˚a
skulle bestemme sing ukendte parametre. Eulers store problem var dog, at selvom
at han havde disse 75 observationssæt, s˚a var de ofte taget med forskellige forud-
sætninger og kunne derfor ikke (for Euler) direkte kombineres. Dette betød, at
Euler forsøgte, at g˚a observationerne igennem for at finde par af observationer, der
kunne sammenlignes p˚a en m˚ade, hvor de to ligninger kunne trækkes fra hinnanden,
s˚a de fleste af disse ubekendte forsvant.
Euler opgiver sit foretagende med databehandling Katz (2009), efter et ellers
særdeles flot indledende teoretisk arbejde, for hvilket han faktisk vandt akademiets
pris.
7Videnskabsteoretisk er det bemærkelsesværdigt, da der alts˚a allerede før udgivelsen af
Newtons Principia var observationer som Newtons nye teori ikke kunne forklare...
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Figur 6: Ma˚nen, hvor M er Manilius krateret. Ma˚nen hældning β2 er meget overdrevet af
formidlingsmæssig a˚rsag.
3.3 Mayers metode og Ma˚nens libration
Blot et a˚r senere, i 1750, men alts˚a stadig 6-7 a˚r før Simpson (se afsnit 3.1,
præsenterede astronomen Tobias Mayer (1723-1762) sin løsning, af et problem, af
lignende karakter, som det Euler havde arbejdet med i 1749.
Mayer s˚a dog ikke p˚a Saturns bane, men p˚a ma˚nens libration og bevægelse.
Libration er sma˚ variationer i den del af ma˚nen man ser fra jorden grundet f.eks.
Jordens rotation og dermed observatørens perspektiv og Ma˚nens hældning og
elliptiske bane. Hans metodiske del af arbejdet med dette problem bestod i to dele
Gennemsnitsmetode (eller rettere Mayers metode) og usikkerhedsberegning. Dette
var et problem, der ligesom problemet med Saturns bevægelse, var drevet at et
ønske om at vise at de Newtonske love kunne bruges til at forklare al bevægelse
ned til en m˚aleusikkerhed, men ogs˚a at en kommerciel og militær interesse i bedre
navigation p˚a havet Stigler (1986).
Mayer beskrev ma˚nen ud fra to forskellige koordinatsystemer. Et koordinat-
system blev beskrevet ud fra Ma˚nens tilsyneladende ækvator og tilhørende pol
(som var parallel med Jordens bane om Solen) og et ud fra Ma˚nens sande ækvator
og sande pol (svarende til horisont- og ækvatorplan i figur 1). Der var s˚a tre
størrelser i denne beskrivelse af Ma˚nen som Mayer ønskede at bestemme. De
var: vinkelafstanden fra den tilsyneladende pol til den sande pol, β2 (svarende til
vinklen (90 − φ) i figur 1), breddegraden for Manilius krateret i forhold til det
sande ækvator, β1, og en størrelse β3, der afhænger af af vinkelafstanden θ mellem
punktet F , skæringen mellem det tilsyneladende ækvator og det sande ækvator,
kaldet N, og som er givet ved; β3 = β2sinθ (Se figur 6).
Mayer observerede Ma˚nen og Manilius krateret i en periode over ca. et a˚r fra
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1748 til 1749 og m˚alte tre størrelser. Kraterets tilsyneladende breddegrad, y1 (h i
figur 1), vinkelafstanden mellem jævndøgnspunktet γ og kraterets tilsyneladende
længdegrad, givet ved punktet B, sin(γB) = xi2 (Az i figur 1) og afstanden fra B
til F, cos(γB) = xi3. Her er det anvendt at xi2 og xi3 er sinus og cosinus til den
samme vinkel, nemlig γB. Det gælder derfor ogs˚a at x2i2 · x2i3 = 1.
Disse m˚albare størrelser y1, xi2 og xi3 og ukendte parametre β1, β2 og β3 kunne nu
udtrykkes i den lineære relation givet ved;
β1 − yi = β2xi2 − β3xi3
Uledningen af denne relation tager udgangspunkt i cosinusrelationerne for sfærisk
trigonometri (se afsnit 2.1 om sfærisk trigonometri) og benytter sig af en hel del
identiteter og approksimationer. F.eks. approksimerede Mayer cosinus til vinklerne
β2 og θ til at være 1 og 0, da b˚ade β2 og θ er meget sma˚. Den fulde udledning af
relationen kan findes i Stigler (1986) [side. 19-22].
Mayer foretog 27 observationer af Manilius-krateret og havde planlagt sine obser-
vationer s˚aledes at han fik god dækning i b˚ade x2 og dermed ogs˚a i x3. I Stigler
(1986) kan man se den fulde liste med alle 27 observationer.
Først vælger Mayer 3 observationer med meget forskellige x2 værdier. Han løser
dette ligningssystem med tre ligninger for tre ubekendte og f˚ar nogle konkrete
værdier for de tre beta’er Hald (1998) [s. 95]. Mayer kommenterer selv at denne
metode ikke er tilfredsstillende, da han ved et andet valg af observationer f˚ar
andre værdier for de tre beta’er. For at f˚a det korrekte billede burde man, ifølge
Mayer, tage og kombinere observationerne med hinanden p˚a alle tænkelige m˚ader.
Dette vil dog give 2925 ligningssystemer der skal løses og efterfølgende tages
gennemsnitsværdier af.
Mayer grupperer i stedet sine observationer efter størrelse af x2 i tre grupper,
hvorefter han finder gennemsnittet af de tre m˚albare størrelser for de tre grupper,
s˚aledes at han stod tilbage med et ligningssystem der kunne løses;
β1 − 13◦8′ = +0, 9443 β2 − 0.0881 β3 (4)
β1 − 15◦35′ = −0.6823 β2 + 0.1938 β3 (5)
β1 − 14◦10′ = +0, 3109 β2 + 0.8850 β3 (6)
Metoden kom til at hedde Mayers metode eller Gennemsnitsmetoden og blev da den
gav mulighed for at inkludere langt flere observationer og var regne-mængdemæssigt
tilforladetlig. Der var dog ingen forklaring af hvordan observationerne skulle grup-
peres eller hvordan Mayer selv havde inddelt observationerne i sit arbejde med
Ma˚nen.
Mayer s˚a efterfølgende p˚a usikkerhederne i hans beregning men hans arbejde, i
dette omr˚ade, fik ikke afgørende betydning for hans efterfølgere Hald (1998).
3.4 Laplace viderudvikler p˚a metoden
I 1787 tog Pierre Simon Laplace (1749-1827) fat i samme problem, som Euler
havde forsøgt sig med sma˚ 40 a˚r tidligere, nemlig at undersøge den afvigelse, der
19 af 59
3 Kombination af observationer
blev observeret i Saturns bevægelse ift. bevægelse i en ren elliptisk bane.
P˚a nogle ma˚der ligner den metode Laplace kom til at benytte den Mayer havde
benyttet til undersøgelse af Ma˚nen og p˚a samme tid havde metoden nogle fælles
træk med, den senere udviklede, mindste kvadrats metode. S˚a b˚ade i en historisk,
men ogs˚a matematisk sammenhæng er denne metode interessant at gøre sig be-
kendt med.
Endvidere gav metoden relativt præcise resultater og var beregningsmæssigt lettere
end mindste kvadrats metode og forblev derfor i brug langt efter mindste kvadrats
metodes udvikling.
Laplaces ma˚l var en tre-legeme model baseret p˚a newtonsk mekanik, som inden
for m˚aleusikkerheden, kunne beskrive, hvad der hidtil var set om en sekulær (ikke
periodisk pertubation) af Saturns bevægelse Wilson (1985). Lambert havde i 1772
observeret at den opbremsning Halley havde observeret omkring 1740 var blevet
til en acceleration, hvilket Laplace s˚a som en indikation p˚a at der var tale om en
periodisk, og ikke sekulær, pertubation.
Stigler (1986) kalder afsnittet, der beskriver Laplaces arbejde med Saturn, for
”Laplace’s Rescue of the Solar System”. Havde Saturn bremset, s˚a havde Jupi-
ter accelereret og dermed havde de to gaskæmper gradvist ændret deres baner
om Solen. Saturn havde bevæget sig ud i den helt yderest del af Solsystemet,
men Jupiter s˚a havde pløjet sig ved gennem de indre planeter, p˚a vej ind mod Solen.
Laplaces anaylyse, af Saturns bane, byggede p˚a en samling af 43 observationer
taget mellem 1591 og 1785. I den model Laplace s˚a p˚a var der 4 ukendte parametre,
der skulle bestemmes og han havde dermed brug for 4 ligninger for at løse dette
problem. Laplace vælger derfor de ligninger, der vil give ham den største variation,
alts˚a nogle maksimum og nogle minimums værdier, i de 4 parametre som han
undersøger. Dette opn˚ar han ved at udvælge 24, ud af de 43, observarioner og
ud fra disse generere 4 forskellige ligninger. En af de store forskellge p˚a, hvad
Laplace gjorde her, ift. hvad Mayer (se afsnit 3.3) havde gjort tidligere, var hvordan
observationerne enkeltvis havde indflydelse p˚a ligningssystemets enkelte ligninger.
Hos Mayer havde hver observartion kun indflydelse p˚a e´n af ligningerne. Hos
Laplace har en observation indflydelse p˚a 3 ud af de 4 ligninger og bruges p˚a den
ma˚de til at analysere variationen i flere af de ukendte parametre.
Laplaces starter med, ligsom Mayer at linearisere sine observationer, s˚a de kan
skrives p˚a formen (Hald, 1998);
yi = a+ b1xi1 + b2xi2 + b3xi3 + ei
For Laplaces undersøgelse er y forskellen i den observerede længdegrad og den
teoretiske, for Saturn ift. en bevægelse i en elliptisk bane baseret p˚a et system inde-
holdene Solen, Jupiter og Saturn. x1 er tiden fra 1750 til observationstidspunktet.
Endeligt er x2 og x3, sinus og cosinus til samme vinkel (hvilken vil vi ikke komme
ind p˚a her) og det gælder for disse, at x22 + x
2
3 = 1. At x2 og x3 er sinus og cosinus
til den samme vinkel, betyder ogs˚a, at man, som udgangspunkt vil have, at hvis
|x2| er stor, s˚a er |x3| lille og omvendt. Dette er ogs˚a, hvordan observationerne til
ligning 3 og ligning 4 er udvalgt. Afvigelse ei antages at være 0 for de anvendte
observationer Hald (1998)
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Parametrene a, b1, b2, b3 er korrektionen til middel længdegraden i 1750, middel
a˚rsbevægelsen, eccentriciteten og en størrelse der afhænger af Saturns aphelion
(fjernest punkt fra Solen i en ellipsebane).
De 4 ligninger fandt, eller valgte, Laplace p˚a følgende ma˚de. Den første er
summen af alle 24 observationer. Den anden er summen af de første 12 observa-
tioner (sorteret efter observationstidspunktet) fratrukket summen af de sidste 12
observationer. Ligning 3 er summen af 12 af de 24 udvalgte observationer med
fortegn valgt s˚a summen af x3 bliver s˚a stor s˚a mulig. Ligning 4 er summen af
de andre 12 ligninger med fortegn valgt p˚a samme ma˚de, men med henblik p˚a at
maksimere x4. De 24 observationerne, som Laplace valgte at benytte, kan ses i
(Stigler, 1986) side 34.
Udføres de overnævnte summeringer f˚as følgende ligninger;
24a− 867b1 + 0, 92b2 + 5, 54b3 = 4899”
1120b1 − 0, 26b2 + 0, 01b3 = 124”
4a+ 16b1 − 1, 77b2 + 10, 83b3 = 935”
2a+ 10b1 − 10, 76b2 + 1, 82b3 = 759”
Der er umiddelbart 3 ma˚der man lige kan løse ligningssystemet p˚a.
Den første m˚ade er en approksimativ m˚ade. Man kan først bytte om p˚a ligning 3
og 4, s˚a man f˚ar et system, der er tæt p˚a at være diagonalat.
24a− 867b1 + 0, 92b2 + 5, 54b3 = 4899”
1120b1 − 0, 26b2 + 0, 01b3 = 124”
−1, 77b2 + 10, 83b3 = 935”
1, 82b3 = 759”
Sætter man s˚a den nedretrekantsmatrice til 0 kan systemet let løses. Alternativt
kan man starte i ligning 2, bestemme b1, ved at antage 1120b1 = 124”, finde b1 og
dernæst g˚a videre, til enten ligning 1 eller 4, hvor man s˚a igen antager af et af
ledene er 0 , og s˚a isolere og bestemmer...
Mest oplagt er nok blot, ligning for ligning, at isolere en parameter og substituere
den ind i den næste osv.
Den sidste er at foretage Gauss-Jordan elimination (se afsnit 5) s˚a matricen for
koefficitienterne diagonaliseres (korrekt) og ligningssystemet dermed løses. Selvom
der i Laplaces tid har været regneoperationer kendt for systemer af koefficitienter
for ligninger og lignende for matricer, s˚a er det først noget der senere bliver kon-
strueret og dermed ikke noget Laplace har haft mulighed for i samme grad som vi
har i dag.
I Hald (1998) st˚ar der
21 af 59
3 Kombination af observationer
... the matrix of coefficients is nearly diagonal, so a good determination
of the unknown is obtained.”
Dette citat taler ikke om en approksimation, men en bestemmelse og alligevel
virker det som et nødvendigt krav, ift. mulighed for løsning, at matricen er diagonal.
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Som nævnt i afsnit 1.1 havde man en forventning om eksistensen af en planet
mellem Mars’ og Jupiters baner. I slutningen af 1700 tallet organiserede Baron
(tysk: Freiherrn) Franz Xaver von Zach (1754-1832) en gruppe p˚a 24 astronomer,
som skulle søge efter denne manglende planet. Denne arbejdsgruppe blev kaldt
“himmelspolitiet” (“Himmelspolizey”). (Teets & Whitehead, 1999) (Wikipedia,
2015a).
Baron von Zach blev født i Pest (nu: Budapest) i Ungarn, hvor han senere
studerede fysik. Han opholdt sig i Paris (1780-1783) og i London (1783-1786),
hvor han fik gode kontakter med de derværende astronomer. I London var han
huslærer hos den saksiske ambassadør, og i 1786 blev han af Hertug Ernest II
af Saxe-Gotha-Altenburg udnævnt til direktør for observatoriet p˚a Seeberg ved
Gotha. Første opgave var at etablere dette observatorium, og det stod færdigt
i 1791. Ved siden af det praktiske astronomiske arbejde var Baron von Zach en
god organisator (jf. “Himmelspolizey”) og en meget engageret formidler, idet han
var redaktør for videnskabelige tidsskrifter og selv skrev mange artikler heri. Her
skal specielt nævnes Monatliche Correspondenz zur Befo¨rderung der Erd- und
Himmels-Kunde, idet mange af de for nærværende rapport relevante resultater
opn˚aet af Baron von Zach selv, Piazzi og Gauss blev publiceret i dette tidsskrift.
Som en hædersbevisning blev Asteroide 999 Zachia opkaldt efter ham, og det
samme gælder krateret Zach p˚a ma˚nen. (Wikipedia, 2015a).
Som leder af observatoriet i Palermo var Guiseppe Piazzi (1746-1826) medlem af
“himmelspolitiet”. Piazzi blev født i Ponte i Valtellina i Italien. Han blev senere
munk i Teatiner-ordenen og opholdt sig i perioden 1768-1770 i Teatiner klosteret i
S. Andrea della valle i Rom, hvor han studerede matematik. Piazzi fik herefter
arbejde som underviser ved forskellige universiteter. Fra juni 1770 til december
1773 underviste han i matematik ved universitetet p˚a Malta, hvorefter han rejste til
Ravenna, hvor han underviste i matematik og filosofi ved Collegio dei Nobili indtil
begyndelsen af 1779. Efter kortere ophold i Cremoma og i Rom blev han i marts
1781 underviser i matematik ved Universitetet i Palermo. Den 19. januar 1787 blev
han udnævnt til professor i astronomi ved samme universitet. (Wikipedia, 2015c).
Da Piazzi ikke havde erfaring med praktisk astronomi, kræver denne udnævnelse
en særlig forklaring, som følger herefter.
Palermo var p˚a den tid en del af kongeriget De To Sicilier (engelsk: The King-
dom of the Two Sicilies), som stort set omfattede det nuværende Italien syd for
Rom. Hele skolesystemet fra folkeskolen til universiteterne blev administreret af
Jesuiterne. Da kongen af De To Sicilier i 1767 landsforviste Jesuiterne og konfi-
skerede deres ejendomme, brød hele uddannelsessystemet sammen. Kongen m˚atte
da p˚atage sig ansvaret for at genoprette uddannelsesinstitutionerne. Dels som
et led i denne plan og dels som et egnsudviklingsprojekt blev det besluttet at
oprette et astronomisk observatorium i Palermo. Stillingen som leder af dette
kommende observatorium blev tilbudt flere kendte astronomer; men de afslog alle
dette tilbud, formentlig fordi Palermo l˚a afsides i forhold til de astronomiske centre
i Paris og London, fordi der fornylig havde været politisk ustabilitet inden for
uddannelsessektoren, og fordi det nye observatorium endnu ikke var bygget. (Serio,
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Figur 7: Palermo cirklen. (engelsk: The Palermo Circle). Cirklens diameter er 5 fod.
u.d.)
Fra den 13. marts 1787 til udgangen af 1789 var Piazzi p˚a studieophold i Paris
og London for at lære praktisk astronomi. I London blev han introduceret for Jesse
Ramsden, der betegnes som 1700 tallets bedste instrumentmager. Det lykkedes
Piazza at overtale Jesse Ramsden til at fremstille flere præcisionsinstrumenter til
det planlagte observatorium i Palermo. Ferdinand II, Kongen af De To Sicilier,
finansierede de kostbare instrumenter. Det fornemste af disse instrumenter ses
afbildet p˚a figur 7 (Wikipedia, 2015c). I den sidstnævnte reference betegnes dette
instrument som ”the famous altazimuthal circle”, mens det mere beskedent kaldes
Palermo-cirklen (engelsk: The Palermo Circle) hos Serio (u.d.). Som det første
navn antyder anvendes instrumentet til bestemmelse af et himmellegemes højde
og azimuth (horisontkoordinaterne, se afsnit 2). Selve princippet i et s˚adant in-
strument er vist skematisk i figur 8. I virkeligheden er diopteren (sigteredskabet)
erstattet af en kikkert med tr˚adkors. I figur 8 aflæses azimut p˚a den vandrette
skala, mens højden m˚ales med den lodrette skala. Hos Palermo-instrumentet findes
højdeskalaen formentlig p˚a cirklen, medens azimuthskalaen ikke ses.
Piazzi observerede planeten Ceres i perioden 1. januar til 11. februar 1801,
hvorefter den kom s˚a tæt p˚a solen, at den kun var p˚a himmelen i dagtimerne og
derfor ikke kunne ses. Tilsyneladende forsvandt den alts˚a.
Heinrich Wilhelm Mathias Olbers (1758-1840) var var praktiserende læge i
Bremen. Ved siden af medicinstudiet havde han ogs˚a studeret matematik, og han
var endvidere en ivrig amatørastronom, der havde indrettet eget observatorium i
den øverste etage af boligen i Bremen. (Wikipedia, 2015d)
Piazzi og Olbers antog begge, at Ceres har en cirkelformet bane omkring solen.
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Figur 8: Skematisk illustration af instrumentet i figur 7
Ud fra Piazzis ovenfor nævnte observationer beregnede de hver for sig Ceres’s bane.
Med udgangspunkt i denne cirkulære model for Ceres’ bane kunne de beregne,
hvorn˚ar Ceres atter ville komme s˚a langt væk fra solen, at den igen kunne ses p˚a
nattehimlen. Endvidere kunne de beregne (dværg)planetens ekliptika-koordinater
(længde og bredde) p˚a de planlagte observationstidspunkter m˚alt i stjernetid. Med
henblik p˚a at kunne rette kikkerten mod den rigtige position p˚a himmelkuglen
var det den enkelte astronoms opgave at beregne Ceres’ horisont-koordinater
(azimut og højde) for observatoriets geografiske breddegrad og p˚a det planlagte
observationstidspunkt ma˚lt i stjernetid. I august og september 1801 spejdede
mange astronomer foruden de to nævnte imidlertid forgæves efter Ceres. Ceres var
tilsyneladende forsvundet. (von Zach, 1801)
Gauss valgte en lidt anden model for Ceres’ bane, idet han antog, at Ceres’ bane
var ellipseformet. Gauss beregnede herefter parametrene for planetens bane baseret
p˚a kun tre af Piazzis observationer, nemlig observationerne fra 2. januar., 22. januar
og 11. februar. De ses som dag 2, 22 og 42 i tabel 2. S˚a vidt vides publicerede
Gauss aldrig selv sin metode eller sine resultater fra denne beregning; men Baron
von Zach publicerede hans resultater, om end ikke hans metode. P˚a trods af de
f˚a observationer stemmer de beregnede baneparametre ganske godt overens med
de i nutiden anerkendte værdier, s˚aledes som det fremg˚ar af tabel 1 Herefter
beregnede Gauss de forventede ekliptika-koordinater for perioden 25. november til
31. december 1801. Baron von Zach bemærker i den følgende reference, at de af
Gauss beregnede længde var 6 til 7 gader større end de længder, som Piazzi havde
beregnet. Da denne forskel svarer til ikke mindre end 12-14 soldiametre, har vi
ma˚ske her forklaringen p˚a at Ceres ikke blev genfundet ved søgning efter Piazzis
beregninger. (von Zach, 1801)
Den 31. december 1801 lykkedes det for baron von Zach at genfinde Ceres, hvilket
kun var dagen før, at det ogs˚a lykkedes for Olbers (1. januar 1892). Den observerede
position for den genfundne Ceres l˚a kun en halv grad, svarende til størrelsen af
e´n soldiameter, fra den position, som Gauss havde beregnet. Gauss havde s˚aledes
udført nogle beregninger, hvis nøjagtighed overgik de tilsvarende udregninger, som
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Tabel 1: Parametre som karakteriserer Ceres’ bane om solen. S˚a vidt vides publicerede Gauss
aldrig selv resultaterne i denne tabel; men Baron von Zach publicerede hans resultater med
behørig henvisning til Gauss. (von Zach, 1801). De i nutiden anerkendte værdier er fra (Wikipedia,
2016), som har dem fra Solar System Dynamics (2016), januar 2015. Alts˚a ikke helt nye værdier.
Gauss Gauss Nutidige Relativ
Publiceret Omregnet værdier Afvigelse
Halve storakse log a=0.43811 a = 2.7422 AU a = 2, 7675 AU 0,91%
Excentricitet 0,0832836 - 0,075823 9.8%
Baneplanets 10◦32′19” 10, 5386◦ 10, 593◦ 0,51%
hældning
Ascenderings- 81◦8′50” 81, 1472◦ 80, 3293◦ 10,2%
punkt (Ω)
flere etablerede astronomer havde udført, og de førte til genopdagelsen af Ceres.
Denne præstation bliver ikke mindre af, at ham kun var 24 a˚r, da han udførte
disse beregninger og p˚a dette tidspunkt allerede havde opn˚aet en doktorgrad i
matematik. Dette gjorde Gauss berømt i vide naturvidenskabelige kredseTeets &
Whitehead (1999).
Nogle af vanskelighederne ved at bestemme positionen for Ceres kan illustreres
med følgende tre grafer. Graf 9 viser bevægelsen af Ceres i forhold til fiksstjernerne
baseret p˚a Piazzis originale observationer.von Zach (1801)
Det ses umiddelbart, at Ceres i begyndelsen beskriver en del af den sidste halvdel
af en epicykel. Fra 1. januar til 10. januar er Ceres’ bevægelse s˚aledes retrograd
(bevægelsen foreg˚ar mod vest); medens den i resten af observationsperioden er
progressiv (bevægelsen foreg˚ar mod øst). Ceres’ bevægelse er alts˚a langt fra simpel,
hvis den observeres fra Jorden.
N˚ar en ydre planets bevægelse er retrograd, er den tæt p˚a at være i opposition
til solen (Barmwater, 1963). At en ydre planet er i opposition, vil sige, at solen,
jorden og den ydre planet er tæt p˚a at ligge p˚a en ret linje. Egentlig er det en
knækket linje, da planetbanen danner en vinket med ekliptikas plan. For Ceres
er vinklen 10, 593◦. (se tabel 1.) Det bør bemærkes, at vendepunktet (10. januar)
ikke er særligt veldefineret, da der mangler observationer p˚a begge sider af denne
dato, formentlig p˚a grund af overskyet vejr e.l.
Figur 9 viser, hvorledes Ceres bevæger sig p˚a himmelkuglen; men bevægelsens
tidsafhængighed fremg˚ar ikke direkte. For at r˚ade bod herp˚a viser figur 10 den
geocentriske længde som funktion af tiden, og figur 11 afbilder den geocentriske
bredde som funktion af tiden. Figur 10 viser en accelereret bevægelse, hvor vinkel-
hastigheden mod øst bliver større og større, hvilket vanskeliggør ekstrapolation,
og det endte med at Ceres n˚aede 6-7 grader længere mod øst end Piazzi havde
beregnet (se ovenfor). Graf 11 viser, at den geocentriske bredde aftager næsten
lineært med tiden, hvilket naturligvis letter en eventuel ekstrapolation. Da Ceres’
baneplan danner en vinkel p˚a 10, 593◦ med ekliptika (se tabel 1), vil kurven have
et minimum ved bredden −10, 593◦, hvorefter bredden vokser til +10, 593◦, hvor
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Figur 9: Geocentrisk længde og bredde for dværgplaneten Ceres observeret af Piazzi i perioden
1. januar (øverst) til 11. februar(nederst) 1801
der er et maksimum. Kurven vedbliver alts˚a ikke med at være lineær.
Foretages yderligere transformation til heliocentriske koordinater, som kort
redegjort for i 2.1 f˚as Ceres position p˚a himlen, som set fra Solen i de samme
42 dage, se figur 12. For at foretage denne transformation skal man dog kende
afstanden mellem Jorden og det objekt man transformerer ift. og denne er ikke
nødvendigvis s˚a let at finde. Vi har brugt en afstand p˚a 2,8 AU til Solen, som ogs˚a
er den der er givet ved brug af Titius-Bodes Lov (se afsnit 1). Disse værdier, for
heliocentrisk længde og bredde, er s˚a de værdier Gauss, eller andre, skulle f˚a til at
passe med deres model.
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Figur 10: Geocentrisk længde for dværgplaneten Ceres som funktion af tiden i a˚ret 1801
Figur 11: Geocentrisk bredde for dværgplaneten Ceres som funktion af tiden i a˚ret 1801
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Figur 12: Heliocentrisk længde og bredde for dværgplaneten Ceres som set fra Solen a˚ret 1801
- ved første øjekast kunne det godt ligne de 2,5% af en sinuskurve, som 42 dage udgør af et
Ceres-˚ar p˚a lige under 1700 dage.
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Gauss undertook the problem of computing the orbit [of Ceres] from
the limited data using least squares and the procedure that we now
call Gaussian elimination. The work of Gauss caused a sensation when
Ceres reappeared a year later in the constellation Virgo at almost the
precise position that Gauss predicted!
(Anton & Rorres, 2010)
I dette afsnit beskriver vi Gaussisk elimination og dens udbygning, Gauss-jordan
elimination. I et senere afsnit vil vi beskrive dens historiske sammenhæng med
mindste kvadraters metode.
Gauss-Jordan elimination er en metode til at løse et lineært ligningssystem. Det
er en velkendt metode for enhver der kender til lineær algebra. Følgende simple
eksempel er let modificeret fra Beezer (2013).
5.1 Metoden i dag
Tag følgende lineære system:
3x1 + 6x2 + 6x3 = 12,
x1 + 3x2 + 3x3 = 5
2x1 + 6x2 + 5x3 = 7
For kompakthedens skyld kan systemet skrives op p˚a matrix-form, p˚a to ma˚der:3 6 61 3 3
2 6 5
x1x2
x3
 =
125
7
 eller
3 6 6 121 3 3 5
2 6 5 7

Notationen til venstre er ækvivalent med ligningssystemet, mens notationen til
højre, som Anton & Rorres (2010) kalder den udvidede matrix 8, er mere indforst˚aet,
men mere kompakt.
Kald de tre rækker i matrixen for R1, R2, R3. Det lieære system kan løses ved
hjælp af tre rækkeoperationer: (1) byt om p˚a to rækker, (2) gang en række med en
skalar, (3) læg til en række en skalar gange en anden række. De tre operationer
kan reducere en matrix til “reduceret række-echelon-form” (reduced row echelon
form), svarende til en løsning af det korresponderende lineære ligningssystem. Vi
kan skrive de tre operationer som (1) Ri ↔ Rj, (2) αRi og (3) αRi +Rj. (Beezer,
8Augmented matrix.
30 af 59
5 Gauss-Jordan-elimination
2013) 3 6 6 121 3 3 5
2 6 5 7

1
3
R1
R2 − 13R1
R3 − 2R1
1 2 2 40 1 1 1
0 2 1 −1

R1 − 2R2
R2
R3 − 2R2
1 0 0 20 1 1 1
0 0 −1 −3

R1
R2 +R3
−R3
1 0 0 20 1 0 −2
0 0 1 3

Metoden skyldes den tyske matematiker Carl Friedrich Gauss og den tyske professor
i geodæsi Wilhelm Jordan (Althoen, 1987). Gauss opfandt “Gaussisk elimination”,
best˚aende af hvad Anton & Rorres (2010) kalder “fremad-fasen”, hvor der kon-
strueres en øvre triangulær “matrix”, efterfulgt af “baglæns substitution”. Senere
uddybede Jordan metoden ved at tilføje “bagud”-fasen, som giver en diagonal
“matrix”. Ingen af dem brugte dog matrix-notation som man ser det i moderne
lærebøger.
Matrix-notation blev godt nok introduceret til Europa i 1545 af Cardano i hans
Ars magna (Dossey et al., 2002), men matrix-regning blev ikke fuldt udviklet før i
løbet af 1800-tallet, og selve ordet blev først brugt af Sylvester i 1850 (Katz, 2009).
Indtil da havde de været omtalt som “tabeller”.
5.2 Gauss’ metode
Gauss opfandt den senere s˚akaldte gaussiske elimination metoden for at kunne
løse normalligningerne. Normalligningerne, som beskrives senere i rapporten, er
første led i anvendelsen af mindste kvadraters metode p˚a et sæt af observationer
af en funktion af flere variable. Metoden ses første gang i Theoria motus corporum
(Gauss, 1809), men i tydeligere form i Disquisitio de elementis elliptis Palladis
(Gauss, 1810). Gauss havde ikke indicer, s˚a variablene a11, a12, a21, a22 benævnes
eksempelvis a, b, a′, b′. Matrix-notation er mere kompakt.
Med moderne notation ville hans metode være at reducere matricen A i
ligningssystemet A~x = ~y til en øvre-triangulær matrix ved at trække (a11
a21
R1)
fra R2, trække (
a11
a21
R1) fra R3 osv., derefter gentage processen med R2 og de
resulterende nye koefficienter. I en n × m matrix, svarende til n ligninger med
m ubekendte, vil n’te ligning til sidst være uafhængig af x1, . . . , xm−1. Løsningen
findes ved at “baglæns substitution”, hvor værdien for yn substitueres i ligningen
for yn−1 osv, derefter yn−1 i ligningen for yn−2. osv. (Althoen, 1987) (Hald, 1998)
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5.3 Jordans metode
Jordan anvendte sin metode i gedæt-m˚aling. I sin Handbuch der Vermessungskunde
(Jordan, 1888) præsenterer han et numerisk eksempel, som han løser med hvad
der svarer til Gauss-Jordan reduktion, omend med en noget anden notation. Han
brugte ikke matrix-notation, men opfandt sin egen kompakte tabel-notation.
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Among all the principles that can be proposed for this purpose, I think
there is no one more general, more exact, and more easy to apply than
that which we have made use of in the preceding researches, and which
consists in caking the sum of the squares of the errors a minimum. By
this means there is established among the errors a sort of equilibrium
which, preventing the extremes from exerting an undue influence, is
very well fitted to reveal that state of the system which most nearly
appoaches the truth.
(Legendre, 1805)
Ifølge blandt andet Anton & Rorres (2010) anvendte Gauss mindste kvadraters
metode, sammen med Gaussisk elimination, til at finde positionen af Ceres. Selvom
meget tyder p˚a, at dette ikke er tilfældet, er det en relevant grund til at gennemg˚a
Gauss’ udledning af metoden i 1809. Eftersom Gauss ved samme lejlighed gav
første udledning af den senere s˚akaldte normalfodeling eller Gaussfordeling som
sandsynlighedsfordeling, har dette under alle omstændigheder medvirket til Gauss’
eftermæle. Normalfordelingen er m˚aske nok den vigtigste sandsynlighedsfordeling
givet den senere fremkomne centrale grænseværdisætning, som Laplace beviste i
1812. Sætningen siger, at en sum af uafhængige ens fordelte stokastiske variable er
asymptotisk normalfordelt. (Larsen, 2006)
Som citatet herover illustrerer, var det ikke første gang metoden var blevet
publiceret. I modsætning til Legendre gav Gauss dog en egentlig matematisk ud-
ledning, som vi vil vise i det efterfølgende. Notationen er taget fra omfortolkningen
af Hald (1998).
6.1 Gauss’ udledning af normalfordelingen
Antag at en størrelse, hvis virkelige værdi er µ, er blevet ma˚lt via n ma˚linger
med samme præcision og nøjagtighed, (x1, x2, . . . , xn) = x. Hver observation
er taget fra samme fordeling, som har ukendt sandsynlighedstæthedsfunktion
p(x|µ) = f(x− µ) = f(δ)). Vi kender ikke µ, kun x, s˚a vi kan a priori antage at µ
er ligefordelt p˚a et interval. I s˚a fald er µ’s sandsynlighedstæthedsfunktion givet
ved:
p(µ|x) = f(x1 − µ)f(x2 − µ) · · · f(xn − µ)∫∞
−∞ f(x1 − µ)f(x2 − µ) · · · f(xn − µ)dµ
(7)
Gauss nævner følgende krav til funktionen f(δ): Den skal have maximum i δ = 0,
være symmetrisk og enten ramme 0 eller være asymptotisk tæt p˚a 0 for værdier
langt fra 0. Desuden skal den have
∫∞
−∞ f(δ)dδ = 1. Det fremg˚ar af hans analyse,
at f desuden skal være kontinuert differentiabel.
Gauss antager “hypotesen om det aritmetiske gennemsnit”: At det bedste bud
p˚a µ er det aritmetiske gennemsnit, givet ved x =
∑
x/n. Ma˚let herfra er at finde
en passende p(µ|x), der opfylder ovennævnte krav, og som har
max(p(µ|x)) = x
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Den sandsynligste værdi af µ er et toppunkt, s˚a funktionen har vandret tangent i
x. Det vil sige, at i µ = x er
d
dµ
ln p(µ|x) = 0,
eller, p˚a grund af den øverste del af (7)
d
dµ
n∑
i=1
ln f(xi − µ) = 0
For hvert led er d
dx
ln(y(x)) =
1
y(x)
· y′(x), eller, i dette tilfælde, d
dµ
ln f(x− µ) =
−f ′(x− µ)
f(x− µ) . Dette giver:
n∑
i=1
g(xi − µ) = 0, hvor g(x− µ) = f
′(x− µ)
f(x− µ) (8)
Ifølge hypotesen om det aritmetiske gennemsnit er dette opfyldt for µ = x, uanset
værdierne i x. For at finde g betragter Gauss et særtilfælde, nemlig at alle undtagen
x1 har samme værdi. S˚aledes:
x2 = x3 = · · · = xn = x1 − nδ, n = 3, 4, . . . ,
idet δ er et vilk˚arligt reelt tal. Gennemsnittet er da givet ved x = x1 − (n− 1)δ.
Hvis vi sætter µ = x, bliver (8) til:
n∑
i=1
g(xi − x) = 0
g(x1 − x) +
n∑
i=2
g(xi − x) = 0
g
[
x1 − [x1 − (n− 1)δ]
]
+
n∑
i=2
g
[
x1 − nδ − [x1 − (n− 1)δ]
]
= 0
g[(n− 1)δ] +
n∑
i=2
g[(n− 1− n)δ] = 0
g[(n− 1)δ] + (n− 1)g(−δ) = 0
g[(n− 1)δ] = −(n− 1)g(−δ)
g[(n− 1)δ]
n− 1 = −g(−δ)
g[(n− 1)δ]
(n− 1)δ =
g(−δ)
−δ
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Derfor ma˚
g(δ)
δ
være konstant med hensyn til δ, kald den k, og vi har:
g(δ)
δ
=
f ′(δ)
δf(δ)
= k
f ′(δ)
f(δ)
= kδ
Integrerer vi p˚a begge sider med hensyn til δ, f˚ar vi:∫
f ′(δ)
f(δ)
dδ =
∫
kδ dδ
ln f(δ) + c1 =
1
2
kδ2 + c2
ln f(δ) =
1
2
kδ2 + c,
hvilket vil sige at f(δ) er proportional med exp(1
2
kδ2). Da f(0) skal være et
maksimum, skal k have negativ værdi.
Slutteligt skriver Gauss f som:
f(δ) =
h√
pi
e−h
2δ2 ,
idet han henviser til “den elegante sætning først bevist af Laplace”, som siger at
den i denne form integrerer til 1. Med andre ord: Hvis vi antager “det aritmetiske
gennemsnits hypotese”, vil en a priori ligefordeling p˚a et interval resultere i en
a posteriori normalfordeling. h i formlen herover svarer til 1√
2σ2
i den sædvanlige
opskrivning af normalfordelingen,
f(x|µ, σ2) = 1√
2piσ2
e−
(x−µ)2
2σ2
se Larsen (2006).
6.2 Mindste kvadraters metode
Hvis observationer tages uafhængigt fra normalfordelingen, kan vi substituere
h√
pi
exp[−h2(x− µ)]2 i stedet for f(x− µ) i (7). S˚a for at maksimere produktet af
alle f(xi − µ), alts˚a
hn√
pin
exp
(
−nh2
[
n∑
i=1
(xi − µ)2
])
,
skal vi minimere summen af kvadraterne:∑
(xi − µ)2
hvilket giver x som den estimerede værdi. Gauss bemærker ogs˚a, at parametren
h kan ses som et ma˚l for ma˚lingernes præcision. Sandsynligheden for at δ ligger
mellem a og −a er
P (−a < δ < a) = 1√
pi
∫ ah
−ah
e−t
2
dt
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Hvis en anden ma˚ling δ1 er normalfordelt med parameter h1 = ch (c > 0), s˚a er
P (−a < δ < a) = P (−a
c
< δ <
a
c
),
s˚a større værdier af h giver mindre variabilitet.
6.2.1 Mindste kvadraters metode - flere variable
I ovenst˚aende har vi antaget, at m˚alingerne x er m˚alinger p˚a en konstant værdi. I
dette afsnit ses en generalisering, hvor man kan finde parametre til en funktion,
der er lineært afhængig af et antal variable, ud fra m˚alinger p˚a funktionsværdien
og de uafhængige variable. I dette afsnit beskrives teknikken, igen ud fra Gauss
(1809) med Halds (1998) notation. I dette afsnit vises hvordan en generel løsning
kan findes for en lineær funktion af et hvilket som helst antal variable.
Lad os antage at funktionen η(x1, . . . , xm) afhænger af de m variable x1, . . . , xm,
via parametrene β1, . . . , βm I stedet for funktionen η har vi imidlertid n mere eller
mindre præcise m˚alinger (y1, . . . , yn), hvortil x-værdierne er kendt. De er hver især
η plus en m˚alefejl, ε1, . . . , εn (de enkelte εi antages at være indbyrdes uafhængige).
S˚aledes:
y1 = η(x11, . . . , x1m) + ε1
...
yn = ηxn1,...,xnm + εn
Der er forskellige muligheder for hvordan η afhænger af dem, men lad os antage
en lineær sammenhæng.9 I s˚a fald:
η(x1, . . . , xm) = x1β1 + · · ·+ xmβm,
med ma˚lingerne
y1 = x11β1 + . . . + x1mβm + ε1
...
...
...
...
yn = xn1β1 + . . . +xnmβm + εn
Ma˚let er at finde parametrene β1, . . . , βm. Jævnfør ovenst˚aende kan vi antage,
at ma˚lefejl ε1, . . . , εn a priori er normalfordelte, og at parametre β1, . . . , βm er
(indbyrdes uafhængige) ligefordelte p˚a passende intervaller. S˚a er a posteriori-
fordelingen proportional med exp (−h2∑ ε2i );
p(β|y) ∝ exp
(
−h2
n∑
i=1
ε2i
)
Bemærk εi = yi − xi1β1 − · · · − ximβm og sæt
q =
n∑
i=1
ε2i =
n∑
i=1
(yi − xi1β1 − · · · − ximβm)2 .
9Gauss lineariserede via Taylors formel.
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Den sandsynligste værdi af β opn˚as ved at minimere q, summen af kvadraterne p˚a
afvigelserne.
Gauss skriver hjælpevariablene
1
2
∂q
∂βr
= zr. Et minimum findes ved at minimere
q, dvs. ved at løse ligningssystemet zr = 0 for alle r-værdier Hald (1998) skriver
det indre produkt af to vektorer, atb = a1b1 + · · ·+ anbn, som [a], samme notation
som brugt af Gauss i Disquisitio de elementis elliptis Palladis (1810), men ikke i
Theoria motus corporum (1809). Det giver følgende form af zr:
zr = −1
2
∂
∂βr
n∑
i=1
(yi − xi1β1 − · · · − ximβm)2
=
2
2
∂
∂βr
n∑
i=1
(yi − xi1β1 − · · · − ximβm)xi1
= −[xrε]
Eller, skrevet ud:
z1 = [x1y] − [x1x1]β1 − [x1x2]β2 − . . . − [x1xm]βm
z2 = [x2y] − [x2x1]β1 − [x2x2]β2 − . . . − [x2xm]βm
...
...
...
...
...
zm = [xmy]− [xmx1]β1− [xmx2]β2− . . . − [xmxm]βm,
(9)
I hver ligning sættes zr = 0. P˚a denne form kalder Hald (1998) ligningssystemet
for “normalligningerne”.
Gauss’ løsning af normalligningerne
I (9) sætter vi hver zr = 0 og lader br være et estimat p˚a βr, og - p˚a samme m˚ade
- br et estimat p˚a εr. I s˚a fald har vi:
[x1x1] b1 + [x1x2]b2 + . . . + [x1xm]bm = [x1y]
[x2x1] b1 + [x2x2]b2 + . . . + [x2xm]bm = [x2y]
...
...
...
...
[xmx1] b1 + [xmx2]b2 + . . . + [xmxm]bm = [xmy]
(10)
Gauss løste dette system ved hjælp af gaussisk elimination. Abstrakt skrevet kan
vi fjerne b1 fra ligning 2 ved at fratrække ligning 1 gange
[x2x1]
[x1x1]
, fra ligning 3
ved at fratrække ligning 1 gange
[x3x1]
[x1x1]
, og (generelt) fra den r’te ligning ved at
fratrække ligning 1 gange
[xrx1]
[x1x1]
. Ser vi bort fra første ligning, har vi nu et nyt
ligningssystem:
[x2x2, 1]b2 + [x2x3, 1]b3 + . . . + [x2xm, 1]bm = [x2y, 1]
[x3x2, 1] b2 + [x3x3, 1]b3 + . . . + [x2xm, 1]bm = [x3y, 1]
...
...
...
...
[xmx2, 1] b2 + [xmx3, 1]b3 + . . . + [xmxm, 1] bm = [xmy, 1],
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hvor [xrxs, 1] = [xrxs]− [x1xs] [xrx1]
[x1x1]
.
Det nye ligningssystem kan behandles p˚a samme m˚ade, forudsat [x2x2, 1] > 0.
Derfor ser Gauss p˚a residualerne:
ei = yi − xi1b1 − xi2b2 − · · · − ximbm, i = 1, . . . , n (11)
[x1x1] er koefficienten for b
2
1 i [ee], og [x2x2, 1] er koefficient for b
2
2 i det nye system.
Hvis første ligning i (10) løses mht. b1, f˚ar vi en sum, som vi kan skrive som, for
eksempel,
b1 = a2b2 + · · ·+ ambm
Indsætter vi den i (11), f˚ar vi
ei = yi − (a2xi1 + xi2)b2 − . . .
s˚a koefficienten for b22 i [ee] bliver
n∑
i=1
(a2xi1 + xi2)
2,
som er positivt, da x1 og x2 er lineært afhængige.
10 Det nye ligningssystem
behandler vi p˚a samme ma˚de, for at fjerne b2: Fra r’te ligning trækkes
[xrx2, 1]
[x2x2, 1]
gange 2. ligning, hvilket giver et nyt ligningssystem:
[x3x3, 2]b3 + [x3x4, 2]b4 + . . . + [x3xm, 2]bm = [x3y, 2]
[x4x3, 2] b3 + [x4x4, 2]b4 + . . . + [x4xm, 2]bm = [x4y, 2]
...
...
...
...
[xmx3, 2] b3 + [xmx4, 2]b4 + . . . + [xmxm, 2]bm = [xmy, 2]
hvor [xrxs, 2] = [xrxs, 1]− [xrx2, 1]
x2x2, 1
[xrxs, 1].
Vi kan fortsætte p˚a samme m˚ade indtil ligning m har formen kbm = c. Vi kan s˚a
indsætte bm = k/c i de øvrige ligninger og f˚a en entydig løsning. Ligningssystemet
(10) bliver da:
[x1, x1]b1 + [x1, x2]b2 + . . . + [x1, xm]bm = [x1, y]
[x2, x2, 1]b2 + . . . + [x2, xm, 1]bm = [x2, y, 1]
...
...
[xm, xm,m− 1]bm = [xm, y,m− 1]
(12)
Dette lignigssystem kan s˚a løses ved at substituere værdier for br i ligningen for
br−1.
Kompakt skrevet op udføres eliminationen ved raterne
crk =
[xrxk, k − 1]
[xkxk, k − 1] ,
r = 1, . . . ,m,
k = 1, . . . , r,
10Kunne man ikke bare sige “lineært uafhængige” og være færdig de´r..?
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som vi kan samle i tabellen:
C =

1
c21 1
c31 c32 1
...
...
...
. . .
cm1 cm2 cm3 . . . 1

v1 = z1
v2 = z2 −c21v1
...
...
...
vm = zm−cm1v1−cm2v2− . . . −cm,m−1vm−1
Ifølge Hald (1998) fandt Gauss i 1811 a posteriori -fordelingen af βm som:
p(βm|y) ∝ pi1/2h−1[xm−1xm−1,m− 2]−1/2 exp(−h2)qm−1,
hvor
qm−1 =
v2m
[xmxm,m− 1] + [yy,m]
= [xmxm,m− 1](βm − bm)2 + [yy,m]
Det vil sige at βm er normaltfordelt omkring bm med kvadreret præcision
h2[xmxm,m− 1]
.
39 af 59
7 Gauss’ anvendelse af mindste kvadraters metode
7 Gauss’ anvendelse af mindste kvadraters me-
tode
I Gauss (1809) omtales mindste kvadraters metode kun som en slutbemærkning
i en bog der ellers er fyldt med udregninger af planetbaner fra f˚a observationer.
Han udregner banerne for de nyligt opdagede asteroider Juno, Pallas og Ceres
fra seks udregninger hver, hvorefter han udleder metoden til et hvilket som helst
antal observationer; men det eneste eksempel han viser som anvendelse til den nye
metode er et tænkt lineært system uden nogen direkte relation til virkelige tal.
Senere, i Disquitio elementis elliptis Palladis beregner han banen af Pallas ud
fra 11 af de 12 daværende observationer af planeten (nr. 10 betragtede han som
up˚alidelig). Det er hans første egentlige anvendelse af metoden. Der er tale om et
system p˚a 11 ligninger i 7 variable, som giver et system af normalligninger p˚a 7
ligninger af 7 ubekendte.
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8 Gauss og Ceres
Gauss skriver i indledningen til Theoria motus corporum coelesticum, at “Scarcely
any trace of resemblance remains between the method in which the orbit of Ceres
was first computed, and the form given in this work.” N˚ar Gauss selv ikke har
publiceret sin første metode, er det usandsynligt at vi kan finde den præcise metode.
En spekulation om det findes i Teets & Whitehead (1999).
De ma˚linger Gauss oprindelig havde til r˚adighed fremg˚ar af tabel 2 og er
datoerne, de geocentriske længde- og breddegrader og solens længdegrad. Datoerne
er regnet fra første ma˚ling, som var 1. januar 1801. Den geocentriske længde (λ)
og bredde (β) og sollængden er aktuelle tal. De heliocentriske tal er vores egne
primitive omregninger, som er lavet ud fra trigonometri i plan-koordinater. De
er kun omtrent gyldige for himmellegemer i omtrent samme plan som jorden.
Eftersom Ceres’ og jordens bane har en hældning p˚a omtrent 10◦ i forhold til
hinanden (Sartre, 2015), er de ikke fuldstændig gyldige.
Tabel 2: Gauss’ oprindelige data (fremhævet) sammen med vores egne primitivt omregnede
heliocentriske koordinater, hvor vi har snydt og brugt at vi faktisk kender afstanden fra Solen til
Ceres. Dag 1 er 1. januar, 1801.
Geocentrisk Heliocentrisk
Dato Længde λ Bredde β λSolen Længde l Bredde b
1 53,383 3,111 279,602 68,341 2,237
2 53,327 3,040 280,622 68,558 2,197
3 53,279 2,969 281,641 68,774 2,156
4 53,237 2,898 282,661 68,991 2,116
10 53,132 2,481 288,776 70,292 1,871
13 53,172 2,280 291,833 70,943 1,748
14 53,199 2,214 292,851 71,160 1,707
19 53,433 1,893 297,942 72,248 1,501
21 53,573 1,768 299,977 72,684 1,418
22 53,652 1,707 300,995 72,902 1,377
23 53,738 1,646 302,012 73,121 1,335
28 54,256 1,351 307,093 74,213 1,128
30 54,501 1,237 309,124 74,648 1,044
31 54,636 1,168 310,139 74,869 0,992
32 54,775 1,126 311,152 75,088 0,961
33 54,918 1,071 312,168 75,307 0,919
36 55,390 0,909 315,208 75,972 0,794
39 55,890 0,753 318,246 76,622 0,668
42 56,444 0,601 321,281 77,281 0,542
Flere kilder (s˚asom Teets & Whitehead (1999)) skriver, at Gauss brugte tre
m˚alinger til at bestemme Ceres’ bane, og hovedparten af Theoria motus omhandler
metoder til at beregne et himmellegemes bane ud fra tre eller fire ma˚linger. Kun
afslutningen handler om mindste kvadraters metode. Selvom han skriver, at han
har brugt metoden siden 1795 (Gauss, 1809, § 186) viser han ikke anvendelsen p˚a
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nogen faktiske m˚alinger før sin Disquisitio i 1810. Der er alts˚a ikke meget grund til
at tro, at mindste kvadraters metode var det førte til genfindelsen af Ceres, som
gjorde ham berømt.
Gronchis (2004) version af “Gauss’ metode” fremg˚ar af følgende afsnit. Han
henviser til Theoria motus (Gauss, 1809), s˚a det ma˚ betragtes som en afkortet
version af Gauss’ egen metode, alts˚a den han udgav, ikke nødvendigvis den han
anvendte i 1801. Selve udledningen af metoden er for kompliceret til at st˚a her,
men princippet er s˚aledes:
8.1 “Gauss’ metode” ifølge Gronchi
Notationen i dette afsnit følger notationen af Gronchi (2004).
Tag tre ma˚linger, hvortil kendes tiden (tk) og sin egen heliocentriske position
(~Rk), foruden himmellegemets længde (δk) og bredde (λk). Længde- og breddegrad
kan omregnes til (x, y, z)-koordinaterne ~sk som:
~sk = (cos δk cosαk, cos δk sinαk, sin δk)
Hvis observatørens egne heliocentriske position er ~Rk, himmellegemets position er
sk og ρk er tre ukendte parametre, kan man skrive
~rk = ρk~sk +Rk. (13)
Eftersom Kepler-objekter ligger i et plan, skal de observerede positioner være
lineært afhængige. Det kan bruges til at skrive e´n position op som en funktion af
de to andre, c1~r1 + c2~r2 + c3~r3 = 0. Sætter man c2 = −1, bliver det:
~r2 = c1~r1 + c3~r3 (14)
Hvis r1 og r3 er lineært uafhængige, kan man skrive koefficienterne ud fra fk, gk-
serien.
c1 =
g3
f1g3 − f3g1 ; c3 =
−g1
f1g3 − f3g1 ,
hvor fk, gk opfylder:
~r1 = f1~r2 + g1
d
dt
~r2; ~r3 = f3~˙r2 + g3~˙r2,
hvor ~˙r2 =
d
dt
~r2 Hvis t2 sættes til 0, er t1 og t3 relativt sma˚. I s˚a fald kan fk, gk
approximeres op til tredje orden med:
fk ≈ 1− µt
2
k
2r32
× gk ≈ tk − µt
3
k
6r32
,
hvor µ er gravitationen af den samlede masse (med enheder af længde3 · tid−2) af
de to legemer. For en asteroides bane om solen, kan det sættes til solens. Det giver
følgende approximation af c1 og c3 som funktion af r2:
c1 ≈ t3
t3 − t1
[
1 +
µ
6r32
((t3 − t1)2 − t23)
]
:= A1 +
B1
r32
c3 ≈ t1
t3 − t1
[
1 +
µ
6r32
((t3 − t1)2 − t21)
]
:= A3 +
B3
r32
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(13) og (14) kan skrives sammen til følgende:
c1ρ1~s1 + c2ρ2~s2 + c3ρ3~s3 + c1 ~R1 + c2 ~R2 + c3 ~R3 = 0,
hvilket kan skrives som matrixsystemet:s11 s12 s13s21 s22 s23
s31 s32 s33
c1ρ1c2ρ2
c3ρ3
 = −
G1G2
G3
 ,
hvor Gi =
∑3
k=1 Rikck (og Rik er i’te komponent i
~Rk). Ved at finde den inverse
matricen S = (sik) kan vi f˚a en approximation p˚a parametrene ρk, som giver os et
8. grads-polinomium for r2. Løsningen af dette giver e´n positiv rod (Gronchi, 2004),
som giver positionsvektoren for legemet til tiden t2. Legemets hastighedsvektor
kan f˚as ud fra formlerner
~r1 = f1~r2 + g1~˙r2; ~r3 = f3~r2 + g3~˙r2,
8. grads-polynomiet kan løses p˚a flere ma˚der. En ma˚de er Newtons metode, hvor
der gives bedre og bedre approximationer. (Gronchi, 2004)
8.1.1 Sammenfatning
Med metoden opn˚as en rimelig approximation for relativt sm˚a tidsintervaller, som
kan forbedres blandt andet ved brug af mindste kvadraters metode; i s˚a fald kan et
større antal af punkter anvendes til at forbedre resultatet. Det ser ud til at være
den metode Gauss (1809) viste. Den nøjagtige metode som beskrevet af Gauss har
vi af tidsnød ikke kikket p˚a.
9 Gauss og Pallas
Almost three months after Ceres was rediscovered, Wilhelm Olbers,
an amateur astronomer who was a doctor by profession, was again
looking for Ceres when he discovered another moving object nearby.
This “planet,” which was named Pallas, caused quite a stir in the
astronomical community because only one planet had been expected
in the space between Mars and Jupiter.
(Dawn, u.d.)
“Planeten” Pallas blev ved et tilfælde opdaget kort tid efter Ceres. Dens bane,
størrelse og periode minder meget om Ceres’. Da den blev fundet, var metoden til
at kortlægge banen allerede udviklet, s˚a den har haft mindre selvstændig fokus
end Ceres har. I dag har Pallas, ligesom Ceres m.fl., mistet sin planet-status og
omtales som en dværgplanet p˚a grund af sin noget mindre størrelse.
I Disquitio elementis elliptis Palladis laver Gauss sin første egentlige anvendelse
af mindste kvadraters metode, idet han beregner det bedste bud p˚a Pallas’ bane
ud fra 11 af de 12 daværende observationer af planeten (nr. 10 betragtede han
som up˚alidelig). Der er tale om et system p˚a 11 ligninger i 6 variable, som giver et
system af normalligninger p˚a 6 ligninger af 6 ubekendte.
De indg˚aede parametre er:
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• L, Planetens middel-længde (logitude) i en given epoke.
• , den daglige sideriske bevægelse ma˚lt i sekunder (vinkelenhed)
• Π, Perihelions længde
• , Det opstigende toppunkt
• i, Banens inklination
• φ, hvor sin(φ) er excentricitet
Bemærk tegnet , som er en variation af det græske bogstav tau (τ), ikke et 7-tal.
En af de resulterende 12 ligninger er:
0 = −183′′ + 0, 79363 dL+ 143, 66 d + 0, 39493dΠ + 0, 95920 dφ
− 0, 18856 d+ 0, 16387 di
Gauss skriver ikke normalligningerne op eksplicit, men skriver dens form,
[an] + [aa]p+ [ab]q+ [ac]r+ [ad]s+ etc. = 0
[bn] + [ba]p+ [bb]q + [bc]r + [bd]s+ etc. = 0
[cn] + [ca]p+ [cb]q + [cc]r + [cd]s+ etc. = 0
etc.
hvor for eksempel [an] = an+ a′n′ + a′′n′′ + ..., svarende til Halds notation med
[xrxs] = (xr)
txs, og
[bn, 1] = [bn]− [an][ab]
[aa]
,
svarende til Halds notation med
[xrxs, 1] = [xrxs]− [x1xs] [xrx1]
[x1x1]
Derefter skriver han de beregnede værdier op som en tabel og n˚ar frem til værdierne:
di = −3, 15′′
d = −34, 37′′
dφ = −4, 29′′
dΠ = +116, 44′′
d = +0, 054335′′
dL = −3, 06′′,
som kan bruges til at forbedre det foreløbige estimat.
(Citat til afslutning? ”When Pallas was discovered by the German astronomer
Heinrich Wilhelm Mattha¨us Olbers on 28 March 1802, it was counted as a planet,
as were other asteroids in the early 19th century. The discovery of many more
asteroids after 1845 eventually led to their reclassification.”)
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(Vi skriver en opsamling p˚a hvordan statistik og estimation (og astronomi) udviklede
sig før Gauss, vi skriver om Gauss’ bidrag til statistikken (og astronomi) og vi
skriver hvad vi kan om Ceres-metoder.)
10.1 Minste kvadraters metode
Mindste kvadrats metode kom ikke ud af det bl˚a. Metoden er konceptuelt en
forlængelse af blandt andet de ideer, med flere, vi præsenterede i afsnit 3, hvor
den dog ma˚ siges at st˚a som toppunktet af omkring 50 a˚rs arbejde med at finde
en generel metode til at kombinere data og observationer. Teknisk set indeholder
metoden flere forskellige elementer, der hver især har skulle udvikles for at man har
kunnet anvende den. F.eks. skal man, for at benytte mindste kvadraters metode,
b˚ade differentiere med hensyn til de parametre man ønsker at bestemme og løse
normalligningssystemet, f.eks. ved brug af Gaussisk elimination. Gauss har faktisk
opfundet princippet bag gaussisk elimination specifikt til at løse dette problem.
Eftersom Jordans udvikling handlede om samme problem, tyder det p˚a at lineære
systemer ikke havde f˚aet meget fokus før starten af 1800-tallet. Det kan ogs˚a være
med til at forklare at matrix-regning først blev udviklet i løbet af 1800-tallet og
ikke tidligere, da det har en direkte relation til lineær algebra.
(Der er nogle fede citater i Gauss biografien: Gauss syntes ikke MKM var noget
særligt og var sikker p˚a at astronomer før ham havde benyttet den og synes ikke
den var værd at udgive. Opdagede s˚a at i hvert fald Mayer (samme som den Mayer
med gennemsnitsmetoden) ikke havde.
10.2 Ceres
I betragtning af at genopdagelsen af Ceres’ bane var det der gjorde Gauss berømt
(Teets & Whitehead, 1999) var han overraskende lidt stolt over metoden han
havde brugt. Første udgivelse af hans metoder kom først 8 a˚r senere, og p˚a
det tidspunkt havde ifølge eget udsagn allerede lavet betydelige forbedringer p˚a
metoden. Derfor st˚ar Gauss’ oprindelige metode ogs˚a hen i det uvisse. Eftersom
mindste kvadraters metode kun er inkluderet som en slutbemærkning i hans
Theoria motus corporum coelestium, og eftersom hans eneste anvendelse af den
er et (tilsyneladende fuldstændig opdigtet) ligningssystem med 4 observationssæt
p˚a en funktion af 4 variable, er der meget der tyder p˚a at hans oprindelige
beregninger af planeten Ceres ikke involverede mindste kvadraters metode. Som
beskrevet i afsnit 8.1 er det er i dag kendes som “Gauss’ metode” dog under alle
omstændigheder en grov approximation, som savner forbedring, for eksempel med
mindste kvadraters metode. Eftersom Gauss skriver, at han har anvendt metoden
siden 1795 (Gauss, 1809) er det ikke utænkeligt at den har været i spil, og om ikke
andet kan det forklare at Anton & Rorres (2010) og Wikipedia (2015e) mener at
det var metoden.
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10.3 Om dette projekt
Vi ønskede som udgangspunkt at f˚a noget viden om den historiske udviklingen
af sandsynlighedsregning og statistik. Vi faldt over mindste kvadraters metode
(MKM), og dennes tilblivelse, i forbindelse med opdagelse af asteoriden Ceres i
1801. Vi havde hørt og læst, at MKM var en metode Gauss havde udviklet for at
bestemme Ceres’ bane da denne var blevet opdaget for efterfølgende af forsvinde i
solens lys.
Da vi alle i gruppen skulle have et historisk perspektiv p˚a vores projekt (i
forbindelse med at opn˚a fagligt mindstekrav i forhold til undervisning i matematik)
valgte vi ogs˚a at se p˚a de forskellige andre metoder, der blev anvendt i løsninger
af lignende problemer i tiden op til 1801. P˚a denne m˚ade kunne vi sætte MKM og
Gauss’ arbejde i en historisk kontekst.
Vi startede derefter med at sætte os ind i Gauss’ udvikling og formulering af
MKM, foruden forskellige udvalgte metoder fra de ca. 50 a˚r op til opdagelsen af
Ceres samt en grundlæggende astronomi (og til dels sfærisk trigonometri). Alt dette
var nyt for os og relevant for at forst˚a notationen og astronomien bag problemet
med Ceres’ bane.
Det er s˚a her, et godt stykke inde i denne process at det g˚ar op for os at Gauss
a˚benbart ikke benyttede MKM til bestemmelse af Ceres bane. Gauss benyttede
tilsyneladende en anden metode, som historisk set nok var g˚aet tabt, da det eneste
han selv fortalte om den var i 1809, hvor han skrev om den metode Gronchi (2004)
kalder “Gauss metode”, men samtidig at “ikke megen lighed er tilbage” med
metoden han oprindeligt anvendte.
Projektet blev startet som et statistisk orienteret projekt. Da vi opdagede,
at mindste kvadraters metode ikke var centralt for problemstillingen med Ceres’
genopdagelse, var vi allerede ret langt inde i en proces med at forst˚a, ikke bare de
metoder, der tidligere var blevet benyttet, men ogs˚a de problemer de forsøgte af
løse, s˚asom m˚anens libration og pertubationen af Saturns bane. Vi havde ikke tænkt
os at g˚a i dybden med astronomien i disse problemer. Det at skille problemet fra
metoden viste sig imidlertid at være svært. Derfor har vi ofret mere opmærksomhed
p˚a emner som pertubationen af Saturns bane og bestemmelsen af en ellipse, s˚asom
Ceres’ bane, end vi oprindelig havde planlagt.
I appendiks A har vi derfor ogs˚a lavet et lille eksempel (mest for sjov og vores
egen skyld dog) p˚a, hvordan de forskellige metoder praktisk kunne virke, i et forsøg,
hvor det ikke er fysikken der giver problemer.
Teets & Whitehead (1999) spekulerer over hvad Gauss’ oprindelige metode
var. Han starte med en gennemgang, der tager udgangspunkt i to heliocentriske
retningsvektorer. For at finde disse skal man først konvertere observationerne
fra geocentriske til heliocentriske koordinater, og her skal man bruge afstande. I
Discovery of the First Asteroid, Ceres (Cunningham, 2015) st˚ar der, at det netop
er bestemmelse af afstanden der er kernen i at knække problemet. Da denne bog
først er udkommet i a˚r, har vi desværre ikke haft mulighed for at se meget mere
end et par sider fra denne.
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Vores m˚al var at se p˚a hvilke metoder Gauss faktisk benyttede til sin bestemmels
af Ceres bane efter dennes opdagelse i 1801. Vi ønskede endvidere at undersøge
hvilke metoder der havde været anvendt i perioden op til 1800-tallet, s˚a dette
kunne give os en forst˚aelse af tilblivelsen af mindste kvadraters metode (MKM) og
Gauss’ tankegang i forbindelse med databehandlingen.
Vi har i denne rapport redegjort for de grundlæggende begreber og redskaber i
observationel astronomi, med henblik p˚a de specifikke problemer vores metodegen-
nemgang støder p˚a og, som det nu var muligt, anvendt denne gennemgang i vores
historiske afsnit af databehandlingens udvikling fra Euler og frem.
Vi s˚a her p˚a en udvikling, fra en metode med udvalgte punkter, over summer af
observationer og gennemsnit af disse og frem til kort før introduktionen af mindste
kvadrats metode. MKM har dog stadig nogle ligheder med tidligere metoder, som
f.eks., at man opn˚ar et ligningssystem for de parametre man ønsker at bestemme
og, at man ønsker en form for optimering i forhold til de enkelte parametre. Men
den har ogs˚a nogle markante forskelle, for eksempel, at man ser p˚a kvadratet af
afvigelsen, differentierer mht. de enkelte parametre og s˚a videre.
Vi har undersøgt de historiske forhold i forbindelse med selve opdagelse af
Ceres og set hvordan observationerne havner ved Gauss. Hvad Gauss faktisk gjorde
med disse observationer st˚ar dog stadig uklart hen, men vi har set p˚a de forskellige
udsagn om, hvilke metodiske elementer Gauss benyttede i sin oprindeligt analyse
af Ceres observationer, set p˚a hvad disse metoder indeholdt og om det kunne være
svaret p˚a hvilken metode han benyttede.
Det bedste vi kan gøre, for at komme med et svar p˚a vores problemformulering
er at udelukke noget og, som sagt fra starten, at foretage nogle spekulationer, dog
nu p˚a et ma˚ske mere oplyst grundlag.
Vi føler os ret overbevist om, at Gauss i 1801 ikke har introduceret nogle nye, helt
store metoder, i sin analyse, men har bygget p˚a det arbejde som Mayer, Laplace
m.fl. allerede benyttede.
Det virker for os ogs˚a som om, at dette ma˚ske ikke har været tilfredsstillende for
Gauss. Det virker som om han har tænkt videre over problemet og i tilbageblik
har opfundet MKM til problemer af denne type, men at der ma˚ske var ting ved
den der skulle justeres før at den rigtigt kunne benyttes. Der er givetvis ogs˚a sket
andre justeringer af Gauss’ metode i a˚rene mellem 1801 og udgivelsen af Theoria
motus i 1809.
Anton & Rorres (2010) og Wikipedia (2015e) skrev begge med stor overbevisning
at Gauss anvendte MKM til at bestemme Ceres’ bane i 1801. Efter at have
undersøgt hvad Gauss udgav om bestemmelsen af planetbaner, m˚a vi erklære dette
for tvivlsomt. Imidlertid udgav Gauss MKM i denne sammenhæng, s˚a det er ikke
svært at se hvordan denne opfattelse kunne opst˚a. S˚a meget desto mere fordi
Gauss i 1809 skrev at han havde benyttet metoden siden 1795, uden at skrive til
hvad. Dette rykker ikke ved vores konklusion som er, at Gauss’ metode minder
mere om “Gauss metode” ifølge Gronchi (2004) end om MKM.
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A.1 Metoderne anvendt i et simpelt forsøg
A.1.1 Forsøget: densitet af en væske
Forsøget vi her vil se p˚a er et ret klassisk lille gymnasieforsøg, i hvilket densiteten
af en væske skal bestemmes. Forsøget form˚al kan til dels være at f˚a kenskab med
lineærregression og dataanalyse af denne art. Forsøget er meget hurtigt at lave (kan
laves p˚a under 3 min hvis udstyret er stillet op) og den meget hurtigt producerede
data giver let et overbestemt system.
Den funktion vi, i dette forsøg, ønsker at bestemme parametrene til, er givet ved
(allerede p˚a lineær form);
m = ρV +m0
Her er m den m˚alte masse, V er den m˚alte volumen af væsken, ρ densiteten og m0
er et evt. konstant masseled der kunne være massen af f.eks. m˚aleglasse, hvis dette
ikke er modregnet, noget spildt væske p˚a vægten eller blot som en indikation p˚a
at regressionen ikke er helt perfekt.
Ma˚leresultaterne for et forsøg kunne se ud som følgende:
Obs. nr. Volumen [ml] Masse [g]
1 10 8,3
2 25 20,1
3 30 24,1
4 33 26,6
5 40 33,9
6 42 34,4
7 50 40,8
8 60 51,8
9 69 55,7
Da vores funktion kun har to ukendte parametre og vi her har 9 ligninger har vi
et overbestemt system.
Vi vil nu prøve at se p˚a, hvordan de forskellige personer (metoder) vi har set
p˚a ville analysere dette problem med deres respektive metoder.
A.1.2 Simpsons: øget nøjagtighed ved gennemsnit
Vi har s˚adan set ikke set p˚a hvordan Simpson foretog konkret dataanalyse, men vi
kan stadig bruge nogle af hans ideer p˚a dette eksempel.
Hvis vi antager at m0 er meget lille (og det kunne den godt se ud til at være), s˚a
kan vi sætte den til 0 og vores ligning bliver da;
m = ρV
Vi kan alts˚a direkte beregne densiteten ma˚ling for ma˚ling ved ρ = m/V . Dette
giver os en række at densiteter
ρi = {0, 830; 0, 804; 0, 803; 0, 806; 0, 848; 0, 819; 0, 816; 0, 863; 0, 807} gml
51 af 59
A Appendix
Da alle disse værdier har en usikkerhed/fejl og denne fordele sig symmetrisk om
den sande værdi af densiteten, kan man øge resultatet nøjagtigheden ved at finde
gennemsnittet af m˚alingerne;
ρ¯ =
7, 937 g
ml
10
= 0, 822 g
ml
A.1.3 Euler og punkt-metoden?
Euler ville, i modsætning til Simpson, gerne undg˚a at kombinere m˚alinger taget un-
der forskellige forhold/omstændigheder. Han var af den overbevisning, at e´n d˚arlig
ma˚lings store usikkerhed, ville øge usikkerheden p˚a kombinationen af m˚alinger.
Da de observationer vi har i dette forsøg, alle er taget under samme forhold kan
det være lidt svært at se hvad Euler faktisk ville have gjort ud fra det vi set p˚a
og undersøgt. Dog kan man, Eulers forbehold for kombination af data, og hans
historiske kontekst, forestille sig at han ville benytte punkt-metode (method of
points).
Det ville s˚a være oplagt for Euler at vælge de to ma˚linger han havde størst tillid
til, som f.eks. observation nr. 3 og 9. Der er stor afstand i deres volumener, mens
observation 3 stadig ikke er for tæt p˚a 0.
Dette valg gave to ligninger med to ubekendte;
24, 1 = 30ρ+m0
55, 7 = 69ρ+m0
Isoleres m0 i ligning 2 og indsættes dette i ligning 1 f˚as;
24, 1 = 30ρ+ 55, 7− 69ρ
24, 1 = 30ρ+ 55, 7− 69ρ
39ρ = 31, 6
ρ = 0, 810
S˚a densiteten er her 0,81 g/ml. Endeligt bestemmes ogs˚a m0;
55, 7 = 69 · 0, 810 +m0
55, 7 = 69 · 0, 810 +m0
m0 = −0, 208
Euler ville s˚a st˚a tilbage med en forskrift til bestemmelse af den samlede masse;
mvæske = 0, 81
g
ml
Vvæske − 0, 21g
Han ville dog s˚a st˚a tilbage med 7 ubenyttede datapunkter, og 44 andre mulige
kombinationer af valg af observationer, der alle nok ville give forskellige værdier
for ρ og m0.
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A.1.4 Mayers metode og gennemsnitsmetoden
Mayer ville starte med at gøre det samme som Euler, men ville s˚a ikke være
tilfreds med at de forskellige valg a kombinationer af observationer gav forskellige
resultater og derfor ville han tage gennemsnit af observationer til at danne de to
ligninger han har brug for, for at finde de to ukendte parametre.
V¯1 =
∑5
i=1 Vi
5
=
10 + 25 + 30 + 33 + 40
5
=
138
5
= 27, 6
m¯1 =
∑5
i=1 Vi
5
=
8, 3 + 21, 1 + 24, 1 + 26, 6 + 33, 9
5
=
113
5
= 22, 6
V¯2 =
∑9
i=6 Vi
4
=
42 + 50 + 60 + 69
4
=
221
4
= 55, 3
m¯2 =
∑9
i=6 Vi
4
=
34, 4 + 40, 8 + 51, 8 + 55, 7
4
=
182, 7
4
= 45, 7
Valget af opdeling af obseravtionssættet er foretaget s˚adan at der er blevet stor
forskel i V¯ , og dermed ogs˚a m¯0, men dette ville Mayer ikke fortælle dig. Disse
gennemsnit ville s˚a give anledning til et ligningsystem givet ved;
22, 6 = 27, 6ρ+m0
45, 7 = 55, 3ρ+m0
Ved isolation og subtitution findes s˚a ρ = 0, 834 g
ml
og m0 = −0, 418g.
A.1.5 Laplaces metode
Laplaces metode bygger p˚a mange af de tanker der er i Mayers gennemsnitsmetode.
Han bruger kombinationer af flere observationer til at danne det ligningssystem
han s˚a ender med at løse. Men hvor Mayer kun benytter hver observation e´n gang,
s˚a bruger Laplace hver observation i flere af sine ligningssystemsligning. Ma˚de
Laplace kombinere ligningerne p˚a er at udvælge dem s˚a han f˚ar s˚a stor ”kontrast”i
de enkelte parametre i ligningssystemet som muligt. Her er problemet i Laplaces
metode ift. vores densitetsforsøg - det er nemlig meget svært at skabe denne
kontrast, da vi som s˚adan kun har en uafhængig variabel og denne er proportionel
med den afhængige variabel.
A.1.6 Gauss: Mindste kvadrats metode
Den sidste metode, som vi har set p˚a, som man kunne benytte p˚a ma˚linger, til
bestemmelse af densiteten af vores væske, er mindste kvadrats metode. Da denne
metode er særdeles regne-tung vil vi kun benytte 4 af punkterne og disse kan ses i
tabellen herunder.
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Obs. nr. Volumen [ml] Masse [g]
1 10 8,3
2 50 40,8
3 60 51,8
4 69 55,7
m = ρV +m0 + 
21 = (8, 3−m0 − 10ρ)2
22 = (40, 8−m0 − 50ρ)2
23 = (51, 8−m0 − 60ρ)2
24 = (55, 7−m0 − 69ρ)2
q =
∑
i
2i = 
2
1 + 
2
2 + 
2
3 + 
2
4
zρ =
1
2
∂q
∂ρ
og zm0 =
1
2
∂q
∂m0
∂
∂ρ
21 =
∂
∂ρ
(8, 3−m0 − 10ρ)2 = 20m0 + 200ρ− 166
∂
∂ρ
22 =
∂
∂ρ
(40, 8−m0 − 50ρ)2 = 100m0 + 5000ρ− 4080
∂
∂ρ
23 =
∂
∂ρ
(51, 8−m0 − 60ρ)2 = 120m0 + 7200ρ− 6216
∂
∂ρ
24 =
∂
∂ρ
(55, 7−m0 − 69ρ)2 = 138m0 + 9522ρ− 7686, 6
zρ = 378m0 + 21922ρ− 18148, 6
.
∂
∂m0
21 =
∂
∂ρ
(8, 3−m0 − 10ρ)2 = 2m0 + 20ρ− 16, 6
∂
∂m0
22 =
∂
∂ρ
(40, 8−m0 − 50ρ)2 = 2m0 + 100ρ− 81, 6
∂
∂m0
23 =
∂
∂ρ
(51, 8−m0 − 60ρ)2 = 2m0 + 120ρ− 103, 6
∂
∂m0
24 =
∂
∂ρ
(55, 7−m0 − 69ρ)2 = 2m0 + 138ρ− 111, 4
zm0 = 8m0 + 378ρ− 313, 2
B˚ade zρ og zm0 sættes til 0 og koefficitienterne opskrives in en matrix som vi
opfindsomt kalder A. (bemærk at konstantledet herved ændre fortegn)
A =
(
378 21922 18148, 6
8 378 313, 2
)
→ A =
(
1 0 0, 1785
0 1 0, 8248
)
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Alts˚a har vi fundet ρ = 0, 82 g/ml og m0 = 0, 18 g. Dette resultat kunne vi
naturligvis ogs˚a have fundet ved at isolere enten ρ eller m0 i en af vores to normal-
ligninger og indsat og isoleret i den anden.
Alternativt kunne man bare (takke været Gauss) sætte alle sine m˚alinger ind i
Excel, lave et punktdiagram, tilføje en lineær tendenslinje og aflæse forskriften til;
mvæske = 0, 834
g
ml
Vvæske − 0, 398g
- hvor er det dog blevet let.
A.2 Opsumering
Sammenligner vi resultaterne fra de forskellige metoder vil vi se at der ikke er den
stor forskel i deres værdier;
Metode/Navn ρ [g/ml] m0 [g] Kommentar
Simpson 0,822 antaget 0
Euler 0,810 -0,21
Mayer 0,834 -0,418 tæt p˚a, men metoden er s˚arbar
for usikkerheder
Laplace - -
Gauss 0,834 -0,398 værdier fra alle 9 observationer
Selv om at Mayers metode giver værdier der ligger meget tæt p˚a dem man
f˚ar ved brug af mindste kvadrats metode er Mayers metode meget s˚arbar overfor
relativt sm˚a m˚alefejl eller m˚aleusikkerheder. Derimod er mindste kvadrats metode
noget mere robust ift. dette. Lægges blot 1g til observation nr. 6 giver dette f.eks.
en ændring p˚a ca. +0, 04 for Mayers metode, men den kun giver en ændring p˚a
+0, 008 for mindste kvadrats metode.
Figurer
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Figur 13: Figur til omregning af ækvator koordinater (rektascension (α) og deklination (δ)) til
ekliptika koordinater (længde (λ) og bredde (β)).
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A.3 Timeline
(Middle ages) Documents detail ways to roll different numbers with two dice. Not equipro-
bable; possibly for divination purposes.
1200-1400 De vetula, first document listing equiprabable die roll combinations.
(?) Pacioli writes Summa. Scenario: “Two players would play until one of them
has won six rounds. What if they end at 5–3? How about splitting 5:3?
(60 years later) Tartaglia writes Generale trattato. Disagrees with Pacioli. Maybe 2:1?
1526 Cardano writes Liber de ludo alea, discussing basic notions of probability. He
showed that in n trials with f possible outcomes and s successes, odds in
favour are
sn
fn−n
1652 De Me´re´ asks Blaise Pascal about betting: How many times must I throw
two dice to have > 50% chance of double six? How do we split stakes when
a game is interrupted?
1654 Pascal and Fermat begin their discussion on betting. Called the “birth of
probability theory”. Pascal answered the problem about splitting stakes: “If
player 1 has n ways to win, player 2 m ways to win, split the stakes n : m.
To count ways to win, he used his famous Pascal’s Triangle. He also invented
“Pascal’s wager” on God.
1656 Christian Huygens wrote De rationiciis in alea ludo, the first systematic
treatise on probability. He invented “expected value”. E.g. “The value of
winning either a or b is
a+ b
2
”. His axiom: Players will play fair, equitable
games, not unfair ones (e.g. the lottery)
1713 Jacob Bernoulli’s Ars conjectiandi is published (post-humously). It includes
a rederivation of some of Huygens’ results, a discussion of combinatorics, a
proof of the Law of Large Numbers and a discussion on how to reach “moral
certainty” (p < 0.001). Apparently this required a huge number of trials.
(Remark about Bernoulli numbers)
1718 De Moivre’s The Doctrine of Chances is published. It included a definition of
‘Probability’, a more general solution to De Me´re´’s problem and a derivation of
the normal curve. He found that “moral certainty” was more easily obtainable
than Bernoulli computed. The importance of his findings is not immediately
recognised.
De Moivre also investigated the maths of “Annuities”, a type of pension
(You “bet” that you will survive long enough to collect it).
1749 Frederick the Great asks Euler about possible profits and hazards of a lottery.
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1764 Thomas Bayes’ An Essay Toward Solving a Problem in the Doctrines of
Chances is published. Includes the famous “Bayes’ Theorem”:
P (E|F ) = P (E ∩ F )
P (F )
1774 Simon Laplace expands Bayes’ results on statistical inference, showing, for
instance, that it is “morally certain” that London has proportionally more
boys born than Paris.
1770s Laplace invents a method to approximate a “best curve” from several possible.
1775 Simpson examines observation errors. He sees the need for a symmetric curve
with area 1, asymptotically approaching th x-axis in either direction. He
settles on
m
2
e−m‖x‖. Later, Gauss used the normal curve.
1805 Legendre discusses the method of least squares.
1808 Adrain publishes results similar to Gauss’ (below), but in a little-known
American journal.
1809 Gauss expands the method sf least squares (which he allegedly used prior to
Legendre’s publication). To solve the problem for a function on a number of
variables, he introduces the so-called Gaussian elimination (later improved
by Wilhelm Jordan in 1888). He also finds the correct error function, the
normal distribution.
φ(∆) =
h√
pi
e−h
2∆2
1810 Laplace discovers the Central Limit Theorem: That the mean of anything
will become normally distributed if the number of terms is large.
1812 Laplace releases The´orie analytique des probabilite´s, collecting all probability
theory so far, including several typres of application (comets, insurance,
demographics, decision theory). Probabilities were mostly treated as frequen-
cies.
1846 Quetelet speculates that the normal curve can be used for analysing social
statistics. His first example is Scottish soldiers.
1855 Florence Nightinggale drew a pie chart effectively showing that soldier death
in th Crimean War was largely due to bad hospital hygiene; one of the first
pie charts.
1867 Chebychev (who examined probabilities as functions) published Chebychev’s
inequality,
P (|X − µ(X)| ≥ aσ) ≤ 1
a2
.
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1875 Galton conducted experiments on seeds from sweet peas and found that seed
sizes were normally distributed. Also, adding two normal distributions would
give one normal distribution. He examined this result with what he called a
quincunx.
He found that offspring would be linearly related to parent statistics, but
regress to the overall mean. The degree sf correlation could be determined
by a correlation coefficient.
Galton also invented the cumulative frequency chart around this point.
1885 Francis Edgeworth develops a basic significance test: If a difference exceeded
two “moduli” (
√
2(V ar(X1)− V ar(X2)) in modern terms; rougly p < 0.005).
1888 Third edition is published of Wilhelm Jordans Handbuch der Vermessungskun-
de, in which he refines Gaussian elimination to the form now called Gaus-
Jordan elimination, used to solve a linear system of equations, in particular
the least squares problem.
1893 Karl Pearson introduces the Standard deviation and develops the χ2 statistic.
for comparing two means.
18?? William Playfair uses a variety of graphs to represent data.
1895 Karl Pearson names the bar chart.
1908 William Gosset (pseudonym “Student”) develops the Student t-test as a
cheap way to monitor beer quality. It involved tabulating th t-distribution
for different t-values.
1925 Ronald Fisher released his book Statistical methods for research workers
1935 Ronald Fisher released his book The Design of experiments.
Fisher investigated how we can test the effectiveness of a test (e.g. “The
lady tasting tea”) or the effects of fertilsers; testing a “null hypothesis”. He
recomended that non-significant results be published as well, which11 is rarely
done.
∼ 1930 Egon Pearson and Jerzy Neuman develop alternatives to Fisher’s method;
basically to compare two hypotheses. They talk of Type 1 aod Type 2 errors.
Later the two ideas were combined, but the authors viewed them as exclusive.
1954 David Blackwell releases Theory of games and statistical decisions, systema-
tising decision theory.12
1950+ A growing trend towards usng computers to do statistics.
11Unfortunately. By (Katz, 2009) it “turned out to be impossible”.
12(Katz, 2009) is not entirely clear on what he wrote. At the time there was development
towards sequential analysis.
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